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Vorwort zur vierten Auflage

Die ersten drei Auflagen dieses Buches erschienen 1984, 1986 und 1989 im Deutschen Verlag
der Wissenschaften Berlin und waren relativ schnell vergriffen. Die vorliegende vierte Auflage
wurde grundlegend iiberarbeitet. Die Zielstellung des Buches ist aber gleichgeblieben, es soll
in erster Linie als Einfiihrung in die Logik fiir Philosophiestudenten dienen. Das Lehrbuch
ist jedoch auch als Grundlage fiir die Logikausbildung in anderen Wissenschaftsdisziplinen,
insbesondere im geistes- und sozialwissenschaftlichen Bereich, und fiir ein Selbststudium der
Logik geeignet. Sowohl in der Konzeption als auch im Umfang und der Art des dargestellten
Stoffes unterscheidet sich das Buch grundlegend von mathematisch orientierten Einfithrungen in
die Logik. Der Konzeption liegt eine Logikauffassung zugrunde, die seit den 70er Jahren von der
Logikarbeitsgruppe am Institut fiir Philosophie der Humboldt-Universitiit - kritisch ankniipfend
an die Arbeiten von A. A. Sinowjew - entwickelt wurde. Diese Auffassung orientiert auf den
allgemeinen und philosophischen Charakter der Logik, versteht logische Regeln als universelle
Sprachregeln und bemiiht sich, die Logik den Bediirfnissen empirischer Wissenschaften besser
anzupassen. Wiére es kein Pleonasmus, hétten wir dem Buch den Titel ,,Philosophische Logik “
gegeben.

Ausfiihrlich wird die klassische Aussagen- und Quantorenlogik behandelt. Bei den Beweisen
von Metatheoremen haben wir aus didaktischen Griinden die einfachsten und nicht die ele-
gantesten ausgewihlt. Philosophische Probleme der Logik, die Problematik der logischen Fol-
gebeziehung, die intuitionistische Logik, die Konditionallogik, Grundlagen der Terminitheorie,
modale Priadikate und ausgewiihlte Probleme der Wissenschaftslogik gehen iiber die iiblichen
Einfiihrungen in die Logik hinaus. Der Leser wird hier mit neuen Ergebnissen und Proble-
men der philosophisch orientierten Logikforschung vertraut gemacht. Das Buch stiitzt sich auf
langjéhrige Vorlesungen und Seminare an der Berliner Humboldt-Universitéit. Wer die hier ver-
tretene Logikkonzeption griindlicher kennenlernen mochte, sei auf Sinowjew/Wessel , Logische
Sprachregeln®, Berlin 1975, sowie auf die im Literaturverzeichnis angegebenen Arbeiten von
Krampitz, Scheffler, Sinowjew, Wessel und Wuttich verwiesen. Die Geschichte der Logik wird
im vorliegenden Buch nicht behandelt. Der interessierte Leser sei auf Kneale/Kneale (1986),
Bochenski (1956) und Schenk (1973) hingewiesen. Den an philosophischen Problemen der Lo-
gik Interessierten verweisen wir auf Seebohm (1984) und Wessel (1976). Die Darstellung des
Stoffes erfolgt unter didaktischen Gesichtspunkten. Das Buch setzt keine mathematischen Vor-
kenntnisse voraus, die iiber einige Grundbegriffe der Schulmathematik hinausgehen. Obwohl
auch philosophische Fragen der Logik behandelt werden, deren volles Verstindnis gute philo-
sophische Kenntnisse voraussetzt, wird der Stoff so dargeboten, dafl auch ein Anfiinger sich die
Grundlagen der Logik aneignen kann und zu einem ersten Versténdnis ihrer philosophischen
Bedeutung gelangt. Grofler Wert wird in der Darstellung darauf gelegt, daf3 sich der Studie-
rende gewisse elementare Methoden der Logik bis zur aktiven Beherrschung aneignet. Dies
geschieht einmal durch die Auswahl solcher Logiksysteme, die fiir den Anféinger am leichtesten
zu beherrschen sind (Systeme des natiirlichen SchlieBens), zum anderen enthélt das Buch eine
Anzahl von Ubungen. Wir haben nicht nur relativ abgeschlossene Bereiche der Logik behan-
delt, sondern auch Gebiete dargestellt, die erst in den Grundziigen ausgearbeitet und von einer
Vollendung weit entfernt sind. Dies betrifft die Kapitel 13 bis 16, in denen wir vorwiegend
unsere Konzeption zur Diskussion stellen. Neben der Korrektur von Druckfehlern und der Be-
richtigung von kleineren Ungenauigkeiten wird in der neuen Auflage stérker auf den universellen
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Charakter logischer Regeln orientiert, die logische Terminitheorie wird unter einem konzeptio-
nell neuen Ansatz dargestellt, die Konditionallogik wurde unter Mithilfe meines Mitarbeiters
Uwe Scheffler grundlegend iiberarbeitet, und die Existenzproblematik spielt eine wichtige Rolle.
Fiir die Hilfe bei der Fertigstellung des Manuskripts und fiir viele kritische Hinweise danke ich
meinen Studenten, meinen Mitarbeitern K.-H. Krampitz, U. Scheffler und K. Wuttich, meinen
studentischen Mitarbeitern T. Hoke, S. Kohler, D. Ullrich, M. Winkler und M. Ziihlke. Fiir
die Hilfe bei der Uberwindung aller Tiicken der computermfigen Textbearbeitung danke ich
meinem Sohn Niels Wessel, besonderer Dank gilt B. Christiansen, die technisch die Endfas-
sung des Manuskrips bewiiltigt hat. Die Uberarbeitung des Lehrbuches erfolgte zum grofien
Teil im Rahmen des DFG-Projektes ,Komplexe Logik“ wihrend eines Forschungssemesters,
das mir die Humboldt-Universitdt im Sommer 1995 gewiihrte. Der Deutschen Forschungsge-
meinschaft und der Humboldt-Universitét gilt mein herzlicher Dank fiir die gewédhrten guten
Arbeitsbedingungen.

Berlin, den 29. Oktober 1997
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1. Kapitel
Gegenstand und Methoden der Logik

1.1 Bestimmung des Gegenstandes der Logik

Die Logik untersucht Termini, Sdtze und logische Operatoren unter bestimmten Aspekten.
Termini, Sétze und logische Operatoren sind vom Menschen fiir bestimmte Zwecke geschaffene
sprachliche Gebilde, die wahrnehmbar und in bestimmter Weise in Raum und Zeit angeordnet
sind.

Termini sind Worte, Wortgruppen oder andere sprachliche Zeichen, die die Aufgabe ha-
ben, Gegenstinde zu bezeichnen oder Merkmale auszudriicken. Beispiele fiir Termini sind
etwa: ,Aristoteles“, ,Tisch“, ,laufen®, ,durch 3 teilbar“, ,rundes Quadrat®, ,die Tatsache,
dafl Metalle elektrischen Strom leiten®, [H,O% | Bruder und Schwester®. Keine Termini sind
die folgenden sprachlichen Ausdriicke: ,Die Erde dreht sich um die Sonne“, ,und“,  alle®,
4bei“, Joder“. Von den verschiedenen Satzarten (Aussage-, Frage-, Befehls-, Wunschsétzen
usw.) untersucht die Logik in erster Linie Aussagesiitze, die wir kurz Aussagen nennen.

Aussagen sind Sétze einer beliebigen Sprache, in denen etwas behauptet oder verneint wird.
Beispiele fiir Aussagen: ,Das Fenster ist getffnet®, ,Der Hund bellt nicht“, , Alle Menschen
sind sterblich“, ,,Wenn eine Leitung nicht von einem Magnetfeld umgeben ist, so fliefit kein
Strom durch diese Leitung®, ,2 4+ 2 = 5%, ,,Ein Perpetuum mobile ist moglich®, s = v - t*.
Keine Aussagen sind folgende sprachlichen Gebilde: ,die Tatsache, daf§ das Fenster getffnet
ist“, ,die Aussage ,Der Hund bellt‘“, |Ist das Fenster gesfinet?“, | Schliefle bitte das Fenster!“.

Logische Operatoren sind Worter, Wortgruppen oder andere sprachliche Mittel wie Satzzei-
chen, die grammatikalischen Formen usw., die fiir sich genommen keine Bedeutung haben, d. h.,
die als solche keine Gegensténde bezeichnen oder Merkmale ausdriicken. Beispiele fiir logische
Operatoren sind etwa die Worte: ist“, ,und“, ,nicht® ,oder“, ,wenn ..., so ...“ ,alle“ _ei-
nige“, , die Tatsache, daf} ...“ usw. Mit Hilfe von logischen Operatoren werden in der Sprache
aus gegebenen Termini und Aussagen neue zusammengesetzte Termini und Aussagen gebil-
det. So wird z.B. aus den Termini ,Bruder® und ,Schwester“ mit Hilfe des terminibildenden
Operators ,und“ der zusammengesetzte Terminus ,Bruder und Schwester“ gebildet, wihrend
aus den beiden Aussagen ,Metalle leiten den Strom“ und ,,5 ist eine Primzahl*“ mit Hilfe des
aussagenbildenden Operators ,,und“ die zusammengesetzte Aussage ,Metalle leiten den Strom,
und 5 ist eine Primzahl“ gebildet wird. Aus den Termini ,ein Elektron* und ,positiv geladen*
erhilt man die Aussage ,Fin Elektron ist positiv geladen®, wobei ,ist* als logischer Operator
auftritt. Aus den Termini ,,Quadrat® und ,rund“ erhélt man den zusammengesetzten Terminus
yrundes Quadrat “; in dem das Nebeneinanderschreiben der Termini und ihre grammatikalische
Form die Rolle eines logischen Operators spielen, oder den Terminus ,Quadrat, das rund ist“,
in dem die Worte ,das ... ist* den gleichen logischen Operator darstellen. Aus der Aussage
,Die Erde dreht sich um die Sonne* erhilt man mit Hilfe des terminibildenden Operators ,die
Tatsache, daf ...“ den Terminus ,die Tatsache, daf sich die Erde um die Sonne dreht “.

Die Logik fiihrt - wie jede andere Wissenschaft - bei der Untersuchung ihres Gegenstandes
Abstraktionen und Verallgemeinerungen durch, d. h., sie beachtet nicht alle Eigenschaften spe-
zieller Termini und Aussagen, sondern wihlt nur bestimmte ihrer Eigenschaften (oder Seiten)
aus und macht sie zu ihrem Untersuchungsgegenstand.

Wie bereits gesagt, haben logische Operatoren fiir sich genommen keine selbstéindige Bedeu-
tung, sondern nur als Bestandteile in einer Struktur von Termini und Aussagen. Thre Eigen-
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schaften werden dadurch bestimmt, dafl man die Figenschaften der sie enthaltenden sprach-
lichen Gebilde bestimmt. Deshalb sind logische Operatoren keine Termini, obwohl auch sie
Worter sind. Sie sind eine spezielle Art sprachlicher Gebilde.

Eine abgeschlossene Definition der Termini ,,Aussage®, ,Terminus“ und ,logischer Opera-
tor“ ist aus prinzipiellen Griinden nicht méglich. Aussagestrukturen, Terministrukturen und
logische Operatoren werden von den Menschen zusammen mit der Sprache geschaffen, und
es gibt keine apriorische Schranke fiir die Einfiithrung neuer logischer Operatoren sowie neu-
er Aussage- und Terministrukturen. Deshalb wurden hier die betreffenden Termini auch nur
an Beispielen erldutert. In jedem Bereich der Logik wird hingegen genau bestimmt, welche
logischen Operatoren, Aussage- und Terministrukturen untersucht werden.

1.2 Logische Abstraktionen

Termini, Aussagen und die in ihnen enthaltenen logischen Operatoren sind immer Elemente
einer konkreten Sprache - etwa der deutschen, franzosischen, englischen oder der russischen
Sprache, einer Umgangssprache oder der Sprache der Mathematik, der Physik, der Biologie, der
Soziologie, der Rechtswissenschaft usw. Die Logik betrachtet jedoch nicht die Besonderheiten
dieser Sprachen. Sie untersucht nur solche Eigenschaften von Termini, Aussagen und der in
ihnen enthaltenen logischen Operatoren, die unabhiingig von der jeweiligen Sprache sind, in
der sie verwendet werden. Fiir die Logik sind alle Sprachen in einem bestimmten Sinne nur
Bestandteile einer einzigen (summarischen) Sprache. Auf Grund ihrer eigenen Zielsetzung stellt
die Logik also keine Regeln auf, die fiir eine Nationalsprache tauglich sind und fiir eine andere
nicht, oder die fiir die Sprache der einen Wissenschaft verwendbar sind und fiir die anderen
Wissenschaften nicht.

Betrachten wir die drei Sétze: 1. ,Alle Menschen sind sterblich®; 2. All dogs bark*; 3.
»Alle Metalle leiten Strom*“. Der erste und der dritte Satz sind Sitze in deutscher, wihrend
der zweite ein Satz in englischer Sprache ist. Im ersten kommen die Termini ,,Menschen“ und
wSterblich“, im zweiten die Termini ,,dogs“ und ,bark“ und im dritten die Termini ,Metalle*
und ,leiten Strom“ vor. Die drei Sétze haben aber eine gleichartige Struktur, die man durch
ein Symbol der Form ,Vs(s <« P)“ wiedergeben kann, wobei ,V* die gleichartigen logischen
Operatoren jalle* und ,all“ darstellt, ,s“ die gleichartigen Termini ,Menschen®, ,dogs“ und
S2Metalle“, | P* die gleichartigen Termini ,sterblich®, ,bark“ und ,leiten Strom* und der Pfeil
»—“ die gleichartigen logischen Operatoren darstellt, mit deren Hilfe aus den Termini ,,s“ und
»,P*“ eine Aussage gebildet wird (im ersten Satz ist das das Wort ,sind“, wihrend im zweiten
und dritten Satz das Nebeneinanderschreiben der Termini und deren grammatikalische Form die
Rolle dieses logischen Operators spielen). Die Logik untersucht die allgemeinen Eigenschaften
von Aussagen mit einer solchen Struktur, die nicht davon abhéngig sind, welche Form die
Termini ,,s“ und ,,P“ haben und durch welche sprachlichen Mittel die logischen Operatoren
SV und ,«—“ ausgedriickt werden.

Die Aufgliederung eines speziellen sprachlichen Textes und einer gesprochenen Rede in Ter-
mini, Aussagen und logische Operatoren (sagen wir, der logische Aufbau eines speziellen sprach-
lichen Fragmentes) ist durchaus nicht immer klar, scharf abgegrenzt und offensichtlich. Sogar
in relativ einfachen Fillen ist eine gewisse Gewohnheit erforderlich, um den logischen Aufbau
eines gegebenen sprachlichen Textes zu ermitteln. Eine solche Gewohnheit der Menschen ist
eine notwendige Bedingung fiir eine bewufite Verwendung logischer Regeln beim Operieren mit
der Sprache. Es sei vermerkt, daf sich diese Gewohnheit ziemlich schnell herausbildet, wenn es
erforderlich ist.
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Betrachten wir den Satz ,Alle ungeraden Zahlen sind nicht ohne Rest durch 2 teilbar®.
Er besteht aus zehn Wortern (wenn wir die Ziffer ,,2“ als Wort ansehen), und jedes Wort ist
aus einer Anzahl von Buchstaben zusammengesetzt, die in bestimmter Weise angeordnet sind.
Diese Tatsache interessiert die Logik nicht. In logischer Hinsicht besteht der Satz hingegen aus
den zwei Termini ,ungerade Zahlen“ und ,,ohne Rest durch 2 teilbar“ sowie den drei logischen
Operatoren alle“, ,sind* und ,nicht“. Eine solche Analyse des vorliegenden Satzes 1483t sich
durch ein Symbol der Form ,Vs~(s « P)“ wiedergeben, wobei in Ergéinzung zu den bereits
angefithrten Bezeichnungen das Symbol ,,~“ den logischen Operator ,nicht“ darstellt.

Wie wir sehen, wird zur Feststellung der logischen Struktur eines Satzes eine ganze Reihe von
Operationen vorgenommen, die von der Aufgliederung des Satzes in seine logischen Bestandteile
in einzelnen Féllen bis zur Einfithrung eines besonderen logischen Operators fiihrt, der in dem
betrachteten Satz gar nicht durch Worte ausgedriickt ist. Durch diese Operationen werden
die am Ende des vorhergehenden Abschnitts erwihnten Abstraktionen durchgefiihrt. Es sei
ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl eine Darstellung von Sétzen, z. B. durch Symbole der
Form ,s « P Vs~(s « P)*, keineswegs als Vorschrift aufzufassen ist, Sitze gerade auf diese
Weise aufzubauen (obwohl eine Standardisierung der Wissenschaftssprache in vielen Fillen
wiinschenswert wére). Eine solche Darstellung ist nur eine abgekiirzte und verallgemeinerte
Schreibweise dafiir, daf§ sich in einigen Sétzen Termini, Aussagen und logische Operatoren
eines solchen Typs und in einer solchen Anordnung feststellen lassen. Wir haben hier eine
ghnliche Situation wie beispielsweise mit den Symbolen der Chemie. Wenn ein Chemiker z. B.
mit dem Symbol ,HoO“ Wasser darstellt, so behauptet er damit keineswegs, dafli Wasser eine
solche Form hat. Er betrachtet dieses Symbol vielmehr als eine kurze und verallgemeinerte
Schreibweise der Tatsache, dal ein Molekiil Wasser aus zwei Atomen Wasserstoff und einem
Atom Sauerstoff besteht.

Wie bereits gesagt, spielen in der Sprache besondere Wérter und Symbole, Gruppen solcher
Woérter und Symbole sowie andere sprachliche Mittel (insbesondere die Anordnung und die
grammatikalische Form der Worter) die Rolle von logischen Operatoren. Dabei sind die logi-
schen Operatoren nicht immer standardisiert, gleichartig und eindeutig. Verschiedene sprach-
liche Mittel erfiillen manchmal die Rolle gleicher logischer Operatoren, wéhrend ein und die-
selben sprachlichen Mittel die Rolle verschiedener logischer Operatoren spielen kénnen. Einer-
seits konnen die Rolle des logischen Operators, mit dessen Hilfe Aussagen aufgezihlt werden,
beispielsweise die Worter ,und“, ,aber®,  und gleichfalls®, verschiedene Satzzeichen (Kom-
ma, Semikolon, Punkt) sowie die Anordnung der Aussagen unmittelbar nacheinander spielen.
Andererseits erfiillt das Wort ,und“ der deutschen Sprache die Funktion zweier ganz unter-
schiedlicher logischer Operatoren, ndmlich einmal die Rolle eines terminibildenden und zum
anderen die Rolle eines aussagenbildenden Operators (vgl. die Beispiele in Abschnitt 1). Die
Logik berticksichtigt diese Tatsachen nicht und wihlt als logische Operatoren nur die Rollen
(oder Funktionen) der erwiihnten sprachlichen Ausdriicke aus. Sie untersucht nicht die spezi-
ellen Eigenschaften der Worter ,,und“, ,aber“ usw., sondern nur die Rolle in der Sprache, wo
mit Hilfe dieser Worter aus gegebenen Aussagen bzw. Termini neue Aussagen bzw. Termini
mit genau definierten Eigenschaften gebildet werden. Wenn wir fiir dieses Ziel ein spezielles
Symbol (sagen wir ,A“) einfiithren, so steht dieses Symbol fiir beliebige sprachliche Mittel, die
die betreffende Rolle erfiillen kénnen.

Es ergibt sich die Frage: Wenn wir von den Besonderheiten konkreter Sprachen generell
abstrahieren, welche Eigenschaften der Termini und Aussagen verbleiben dann als Untersu-
chungsgegenstand der Logik?
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In der Logik werden solche Eigenschaften von Termini und Aussagen betrachtet, die mit ,,Bedeu-
tung eines Terminus“, ,Sinn einer Aussage®, ,,Wahrheitswert einer Aussage®, ,,wahr*,  falsch“
usw. bezeichnet werden. Die Logik klirt nicht die Bedeutung dieser oder jener Termini (z. B.
der Termini ,Atom*“, ,Wert* usw.) und stellt nicht die Wahrheitswerte dieser oder jener Aus-
sagen fest (z.B. stellt sie nicht fest, ob die Aussage ,Die Zahl 5 ist durch 2 ohne Rest teilbar “
wahr oder falsch ist). Sie beachtet nur, da Termini und Aussagen diese Eigenschaften besitzen,
und stellt fiir sie Regeln ausschliellich nach diesen Eigenschaften auf. Wir erkléren kurz, wie
dies geschieht.

Betrachten wir die Termini ,/ Tisch“ und ,0ohne Rest durch 2 teilbar“. Die Bedeutung des
ersten von ihnen besteht darin, dafl mit diesem Terminus eine bestimmte Art von Dingen - nim-
lich Tische - benannt werden. Die Bedeutung des zweiten Terminus besteht darin, dafl man
mit ihm die Eigenschaft einer Zahl benennt, bei einer Teilung dieser Zahl durch 2 als Ergebnis
eine ganze Zahl zu erhalten. Allgemein meint man, wenn man von der Bedeutung eines Ter-
minus spricht, da§ mit diesem Terminus irgendwelche Gegensténde bezeichnet (benannt) oder
Merkmale ausgedriickt werden sollen. Akzeptiert man das Gesagte, so lassen sich bestimmte
Beziehungen und Unterschiede der Termini beziiglich ihrer Bedeutung definieren. So ist z. B.
der Terminus , Elementarteilchen® ein Gattungsterminus beziiglich des Terminus , Elektron®,
da man jedes Elektron ein Elementarteilchen nennen kann, aber nicht jedes Elementarteilchen
ein Elektron.

Grundlegende Bedeutung fiir die Logik hat die Einteilung der Termini in Subjekte und
Pridikate. Diese Einteilung beriicksichtigt die unterschiedliche Rolle der Termini in Aussagen:
Subjekte nennt man die Termini, die das bezeichnen, iiber das in den Aussagen gesprochen
wird (die Objekte bezeichnen), wihrend man die Termini Prddikate nennt, die das ausdriicken,
was tiber die Objekte gesagt wird. So ist in der Aussage ,,Ein Elektron ist positiv geladen“ der
Terminus ,Elektron“ das Subjekt, wihrend der Terminus ,positiv geladen* das Préidikat ist.

Wahrheitswerte der Aussagen nennt man die Eigenschaften der Aussagen, die mit ,,wahr®,
Halsch® usw. bezeichnet werden. So sieht man beispielsweise die Aussage ,Ein Elektron ist
positiv geladen® als falsch an, da ein Elektron in Wirklichkeit eine negative Ladung besitzt,
wihrend man die Aussage ,Alle geraden Zahlen sind ohne Rest durch 2 teilbar“ als wahr
ansieht, da alle geraden Zahlen wirklich durch 2 teilbar sind. Allgemein sieht man Aussagen
als wahr an, wenn es sich wirklich so verhiilt, wie in ihnen ausgesagt wird, und als unwahr
(falsch), wenn es sich nicht so verhélt, wie in ihnen behauptet wird. Die Wahrheitswerte
swahr®, ,falsch* usw. sind Pridikate, die Aussagen in genau bestimmten Fillen zugeschrieben
werden. Man kann sagen, dafl sie Eigenschaften von Aussagen darstellen. Dabei ist allerdings
zu beachten, dafl sie nicht solche Eigenschaften von Aussagen sind, die man an den Aussagen
als sprachlichen Gebilden fiir sich genommen wahrnehmen kann, wie etwa die Eigenschaft von
Aussagen, aus bestimmten Termini und logischen Operatoren gebildet zu sein. Wenn man in der
Sprachpraxis einer Aussage einen Wahrheitswert zuschreibt, so vergleicht man im allgemeinen
diese Aussage mit etwas von ihr Verschiedenem, und im Ergebnis dieses Vergleiches spricht man
ihr einen Wahrheitswert zu. In der Logik wird diese Vergleichsoperation fiir einfache Aussagen
nicht betrachtet, sondern als geltst vorausgesetzt, und es werden die Folgerungen untersucht,
die sich aus der Tatsache, dafl einfache Aussagen bestimmte Wahrheitswerte besitzen, fiir die
Wahrheitswerte der aus ihnen gebildeten zusammengesetzten Aussagen ergeben.

Wie bereits gesagt, werden aus gegebenen Termini und Aussagen mit Hilfe von logischen
Operatoren neue Termini und Aussagen gebildet. Dabei werden zwischen den Termini und
Aussagen vollstéindig kontrollierbare Beziehungen beziiglich ihrer Bedeutung und ihres Wahr-
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heitswertes festgelegt. Die logischen Operatoren werden in der Logik gerade so definiert, dafl
diese Beziehungen gelten (d. h., daBl man auf Grund der Bedeutungen der einen Termini und der
Wahrheitswerte der einen Aussagen die Bedeutung anderer Termini und die Wahrheitswerte
anderer Aussagen feststellen kann).

Wir fiihren zwei Beispiele an, die den Stil logischer Untersuchungen ausreichend verdeut-
lichen. Der Operator ,A“ den man (insbesondere) als ,und* lesen kann, wird durch eine
Gesamtheit von Behauptungen definiert, zu der auch die folgenden gehéren:

1) Wenn ,A“ und ,,B“ Aussagen sind, so ist auch ,,(A A B)*“ eine Aussage (die Buchstaben
»A“und ,B* stehen fiir beliebige Aussagen);

2) eine Aussage ,,(AA B)“ist wahr genau dann, wenn die beiden Aussagen ,,A“ und ,,B*“ wahr
sind.

Die erste Behauptung legt fest, welche sprachlichen Konstruktionen mit dem Operator ,A“
Aussagen sind, withrend die zweite eine Eigenschaft dieses Operators definiert. Als Folgerungen
erhalten wir Behauptungen, die gleichfalls Eigenschaften des Operators ,A“ und Aussagen mit
diesem Operator charakterisieren: Wenn ,(A A B)“ wahr ist, so ist ,(B A A)“ wahr; wenn
S(AN(BAC))“ wahr ist, so ist ,((AA B)AC)“ wahr.

Wir haben bisher Anfithrungszeichen verwendet, um aus einem Symbol einen Namen dieses
Symbols zu bilden. Dies war erforderlich, um deutlich zu machen, dafi das entsprechende
Symbol an dieser Stelle nicht verwendet wurde, sondern daB iiber dieses Symbol gesprochen
wurde. So verwendeten wir Ausdriicke wie: ,der Operator ,A““  die Aussage ,A““, , A“ist
ein Operator”, ,,,A“ ist eine Aussage“ usw. Im weiteren lassen wir aus Einfachheitsgriinden
diese Anfiithrungszeichen hiufig weg, wenn offensichtlich ist, dafl das betreffende Symbol nicht
verwendet, sondern nur angefiihrt wird. Das ist insbesondere der Fall in Ausdriicken der Form
wie ,der Operator a“, ,die Aussage o, ,der Terminus a*, ,das Pridikat a“, ,die Variable
a, ,die Formel a* usw. sowie in Formulierungen wie ,« ist ein Operator (eine Aussage, ein
Terminus, ein Préidikat, eine Variable, eine Formel, ein Wahrheitswert usw.)*.

Betrachten wir ein zweites Beispiel. Der Operator |, den man insbesondere als ,derart,
daf3“ lesen kann, wird durch eine Gesamtheit von Behauptungen definiert, zu der die folgenden
gehoren:

1) Wenn a ein Terminus und A eine Aussage ist, so ist a | A ein Terminus;

2) der Terminus a | A schlieBt der Bedeutung nach den Terminus a ein (wir sagen, ein
Terminus a schliefit der Bedeutung nach den Terminus b ein genau dann, wenn jeder
Gegenstand, der mit dem Terminus a bezeichnet werden soll, auch mit dem Terminus b
bezeichnet werden soll).

Auch in diesem Beispiel legt die erste Behauptung fest, welche sprachlichen Gebilde mit dem
Operator | als Termini angesehen werden, wiihrend die zweite eine Beziehung der Termini a | A
und a beziiglich ihrer Bedeutung feststellt. In einem System anderer logischer Regeln kann man
hieraus als Folgerung eine Regel erhalten, nach der eine Aussage, die fiir alle ¢ wahr ist, auch
fiir alle @ | A wahr ist.

Fiir die Logik ist es vollkommen gleichgiiltig, welche Bedeutung diese oder jene Termini und
welchen Wahrheitswert diese oder jene Aussagen haben. So ist beispielsweise der Terminus
wein Quadrat, welches rund ist“ leer (ein rundes Quadrat ist unméglich) und die Aussage ,Die
Erde hat die Form eines Wiirfels“ falsch. Sind aber die Bedeutungen der Termini ,,Quadrat“
und ,rund“ bekannt und sind die Eigenschaften des Operators ,welches ... ist“ in der Logik
definiert, so ist auch die Bedeutung des Terminus ,ein Quadrat, welches rund ist“ bekannt
(dieser Terminus ist versténdlich, obwohl er leer ist). Obwohl die angefiihrte Aussage falsch ist,
besitzt sie eine bestimmte logische Struktur, und ihr Sinn ist bekannt, wenn die Bedeutung der
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in ihr vorkommenden Termini und die Eigenschaften ihres logischen Operators bekannt sind.
Das bisher Gesagte charakterisiert natiirlich nur einen geringen Teil der Logik. Es ist aber
ausreichend, um den logischen Aspekt von Sprachuntersuchungen zu verdeutlichen.

1.4 Logische Regeln

Logische Regeln (logische Gesetze) sind Regeln zum Operieren mit Aussagen und Termini sowie
mit den in ihnen vorkommenden logischen Operatoren. In der Logik werden Regeln verschiede-
nen Typs untersucht. Die wichtigsten Typen von Regeln sind Form- oder Bildungsregeln von
Aussagen und Termini, Regeln der logischen Folgebeziehung der einen Aussagen aus anderen,
Regeln tiber die Bedeutungsbeziehungen zwischen Termini sowie Definitionsregeln.

Die Formregeln legen in jedem Bereich der Logik fest, welche sprachlichen Gebilde jeweils
als Aussagen oder Termini anzusehen sind. Durch solche Regeln wird festgelegt, wie man aus
gegebenen Termini mit Hilfe von logischen Operatoren andere Termini oder aber Aussagen, bzw.
wie man aus gegebenen Aussagen mit Hilfe von logischen Operatoren komplizierte Aussagen
usw. erhiilt. Beispiele solcher Regeln sind etwa: Wenn ,A“ und ,,B* Aussagen sind, so ist ,,A
und B* eine Aussage; wenn ,.a“ und ,,b*“ Termini sind, so ist ,,a und b* ein Terminus; wenn , A*
eine Aussage ist, so sind die Wendungen ,die Tatsache, dal A“ und ,die Aussage A“ Termini.

Eine der wichtigsten Aufgaben der Logik ist es, Regeln der logischen Folgebeziehung aufzu-
stellen. Manche Autoren beschréinken den Gegenstand logischer Untersuchungen ausschliefllich
auf die Aufstellung von Regeln der logischen Folgebeziehung. Héufig nennt man solche Re-
geln auch logische Schlufiregeln. Wir verdeutlichen an einem Beispiel eine solche Regel. Wenn
die Mutter zu ihrem Sohn Fritz sagt: ,Heute gibt es als Nachtisch Schokoladenpudding oder
Blaubeeren®, der bei der Zubereitung des Mittagessens helfende Vater aber einwirft: ,,Pudding
kénnen wir heute nicht machen, da die Milch sauer ist“, und Fritz ausruft: ,Dann gibt es heu-
te also Blaubeeren®, so hat Fritz einen einfachen logischen Schlul vollzogen. Wir wollen uns
die von Fritz hier durchgefiihrte Tétigkeit etwas néher ansehen. Dazu verwenden wir folgende
Abkiirzungen: Fiir die Aussage ,Heute gibt es Schokoladenpudding® schreiben wir A, fiir die
Aussage ,Heute gibt es Blaubeeren® schreiben wir B, fiir ,und*, ,oder“, ,nicht“ verwenden
wir entsprechend die Zeichen A, V, ~. Von seinen Eltern wufite Fritz, dafl die Voraussetzung
(AV B) A ~A gilt, auerdem beherrschte er - sicher nur an Beispielen - die logische Regel ,,Aus
(AV B) A ~A folgt logisch B“, und durch Anwendung dieser Regel kam er zu dem Ergebnis,
daf} die Folgerung B gilt. Wenn wir fiir ,folgt logisch® das Zeichen - schreiben, so hat die
angewendete Regel folgende Form:

(AVB)A~AF B.

Solch eine Regel der logischen Folgebeziehung besitzt folgende Eigenschaft: Ganz gleich, welche
konkreten Aussagesitze wir fiir die Variablen A und B auch einsetzen, stets, wenn die Voraus-
setzung einer Regel der logischen Folgebeziehung gilt, so gilt auch die Folgerung. Dies bedeutet,
daf} die Korrektheit eines logischen Schlusses ausschliefllich von der logischen Form der Voraus-
setzungen und Folgerungen, jedoch nicht vom konkreten Inhalt der betreffenden Sétze abhiingt.
Deshalb nennt man die Logik auch formale Logik.

Betrachten wir noch an einem Beispiel eine logische Regel eines anderen Typs, die die Be-
deutungsbeziehungen von Termini betrifft: Wenn jeder Gegenstand, der mit dem Terminus a
bezeichnet werden soll, auch mit dem Terminus b bezeichnet werden soll, und jeder Gegenstand,
der mit dem Terminus b bezeichnet werden soll, auch mit dem Terminus ¢ bezeichnet werden
soll, so soll auch jeder Gegenstand, der mit dem Terminus a bezeichnet werden soll, mit dem
Terminus ¢ bezeichnet werden.
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Wir sagten bereits: Anstelle des Ausdrucks ,Jeder Gegenstand, der mit dem Terminus «a
bezeichnet werden soll, soll auch mit dem Terminus b bezeichnet werden“ wollen wir den kiir-
zeren Ausdruck ,Der Terminus a schlieft der Bedeutung nach den Terminus b ein“ verwenden,
und als Abkiirzung dafiir schreiben wir das Symbol ,ta — tb“ (¢ heifit Terminus). Die oben
umgangssprachlich formulierte Regel 148t sich dann folgendermaflen schreiben:

(ta — tb) A (tb — tc) - (ta — te).

Die Beziehung — wird in der Umgangssprache héufig als st gelesen. Eine Anwendung der
eben formulierten Regel wére etwa: Aus den beiden Aussagen ,Ein Stichling ist ein Fisch“ und
»Ein Fisch ist ein Lebewesen folgt logisch ,FEin Stichling ist ein Lebewesen*.

Unsere beiden als Beispiel angefiihrten logischen Regeln haben recht unterschiedlichen Cha-
rakter. Um die erste Regel als giiltig einzusehen, muflite man die innere logische Struktur der
Aussagen A und B nicht beriicksichtigen, wiithrend das bei der zweiten Regel durchaus erforder-
lich ist, denn ohne Beriicksichtigung der inneren Struktur der in ihr vorkommenden Aussagen
hitte sie die Form A A B - C und wiére nicht giiltig. Beide Regeln gehtren zu verschiedenen
Bereichen der Logik, die erste zur allgemeinen Theorie der logischen Folgebeziehung, die zweite
zur allgemeinen Terminitheorie.

Von einer anderen Art logischer Regeln - den Definitionsregeln - haben wir eben schon
stillschweigend Gebrauch gemacht. Definitionsregeln sind Regeln, mit deren Hilfe in eine Wis-
senschaft neue Termini mit Hilfe bereits bekannter Termini und logischer Operatoren eingefiihrt
werden. Beispielsweise kann man den Terminus ,,Primzahl“ dadurch einfiihren, dafi man fest-
setzt, ihn als bedeutungsgleiche Abkiirzung fiir den zusammengesetzten Terminus ,,ganze Zahl,
die nur durch sich selbst und durch 1 ohne Rest teilbar ist“ zu verwenden. Wir haben eben
definitorisch festgesetzt, dafl die Aussage ,Der Terminus a schliet der Bedeutung nach den
Terminus b ein“ eine bedeutungsgleiche Abkiirzung fiir die Aussage ,Jeder Gegenstand, der
mit dem Terminus a bezeichnet werden soll, soll auch mit dem Terminus b bezeichnet werden“
ist.

Verschiedene Typen von logischen Regeln werden auf verschiedene Weise aufgestellt und
verwendet. Im folgenden Abschnitt machen wir einige allgemeine Bemerkungen iiber den Cha-
rakter beliebiger logischer Regeln.

1.5 Beschreibung und Erfindung

Logische Regeln werden von den Menschen nicht in der uns umgebenden Welt entdeckt, son-
dern werden von ihnen zusammen mit der Herausbildung und Vervollkommnung der Gewohn-
heiten beim Aufbau von Termini und Aussagen und beim Operieren mit ihnen erfunden. Diese
Gewohnheiten bilden sich spontan heraus, mit allen sich hieraus ergebenden Konsequenzen,
wie Unklarheiten, Unbesténdigkeiten, dem Vorhandensein von Variationen, fragmentarischem
Charakter usw. Die Wissenschaft der Logik hat die Aufgabe, die erwiéihnten Regeln klar und
unzweideutig zu gestalten, Verwechslungen verschiedener Formen von Termini und Aussagen
auszumerzen sowie eine gewisse Standardisierung durchzufiithren. Die Erfiillung dieser Aufgabe
ist nicht ein blofles Registrieren dessen, was allgemein akzeptiert und bekannt ist. Sie ist zwar
eine Fortsetzung der spontanen Titigkeit der Menschen beim Erfinden und Vervollkommnen
der logischen Mittel der Sprache, aber bereits auf berufsméfiger Ebene. Seit ihrer Existenz als
Wissenschaft und selbst in ihren einfachsten Bereichen schafft die Logik etwas Neues im Ver-
gleich zu dem, was in der Sprachpraxis bekannt ist. Das ist auch ein wesentlicher Unterschied
der Logik zu einer allgemeinen Grammatik.
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Die Logik als Einzelwissenschaft hat es zunéchst mit einer bestimmten Art von empirisch ge-
gebenen Termini und Aussagen (und der in ihnen enthaltenen Operatoren) sowie mit gewissen,
schon funktionierenden Verwendungsregeln fiir sie zu tun. Von diesem Standpunkt aus haben
die von der Wissenschaft der Logik aufgestellten Regeln eine Erfahrungsbasis. Gleichzeitig
stellt die Logik aber fest, daf§ die Eigenschaften dieser oder jener Art von Termini, Aussagen
oder Operatoren nur fiir gewisse Fille ihrer Verwendung, nicht jedoch fiir beliebige mogliche
Situationen bestimmt sind, dafl diese Eigenschaften héufig nur fiir ganz spezielle Sprachformen
und nicht in allgemeiner Form fixiert sind, dal die Beziehungen verschiedener Operatoren un-
tereinander nicht festgelegt sind und dafl die Regeln fiir Félle unbestimmt sind, in denen die
Operatoren in komplizierten Kombinationen in den einen oder anderen Strukturen von Termini
und Aussagen vorkommen. Wenn die Logik diese Méngel beseitigt, muf} sie die Eigenschaften
der logischen Operatoren und der sie enthaltenden Termini und Aussagen schon unabhiingig
von dem sprachlichen Material bestimmen, von dem sie ausging.

Eine Beobachtung und Beschreibung der faktisch vorliegenden Situation in der Sprache spielt
also fiir die Logik eine Rolle. Sie ist aber keine Methode der logischen Forschung. Die Logik
untersucht ihren Gegenstand durchaus nicht durch empirische Beobachtung von Menschen,
die die deutsche, russische oder franzosische Sprache sprechen, nicht durch Beobachtung von
Mathematikern, Physikern, Geologen usw. Die Logik erforscht nicht die reale Sprachpraxis,
sondern entwickelt logisch denkbare, logisch zuléissige und logisch mogliche Situationen. Sie
untersucht die denkbaren Moglichkeiten, die sich aus gewissen gegebenen oder angenommenen
Voraussetzungen ergeben.

Betrachten wir folgende Situation: Gegeben seien zwei beliebige Aussagen; jede von ihnen
kann wahr oder falsch sein; mit Hilfe von logischen Operatoren 18t sich aus ihnen eine neue
Aussage bilden, die gleichfalls wahr oder falsch sein kann. Es sei nun zu ermitteln, wieviel Kom-
binationen hier moglich sind, bei denen der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage
in Abhingigkeit von den Wahrheitswerten der in ihr enthaltenen Aussagen bestimmt wird, und
wieviel verschiedene logische Operatoren also moglich sind. Es 148t sich leicht nachrechnen, dafl
hier sechzehn und nur sechzehn Félle moglich sind, fiir die man entsprechend sechzehn verschie-
dene Operatoren einfithren kann. Ohne Kenntnis dieser oder jener Sprache (insbesondere ohne
Kenntnis der Situation in dieser oder jener Wissenschaft) kann der Logiker jetzt begriindet
sagen, dafl diese Félle in einer Sprache (insbesondere in einer beliebigen Wissenschaft) vorkom-
men konnen, wihrend andere Moglichkeiten ausgeschlossen sind. Sie sind genauso unmoglich,
wie ein Wirkungskoeffizient grofier als hundert Prozent oder eine Wahrscheinlichkeit grofier
als 1 unmoglich sind. Die Logik ist nicht in erster Linie eine beobachtende und beschreiben-
de, sondern eher eine konstruierende Wissenschaft. Ein gewisses Arbeitsmaterial sowie eine
bestimmte Aufgabenstellung und Orientierung erhilt sie durch Beobachtung sprachlicher Si-
tuationen. Dieser Kontakt der Logik mit konkreten Sprachen wird stédndig aufrecht erhalten
und ist keine einmalige und zeitweilige Erscheinung, die nur fiir die Herausbildung der Logik als
Wissenschaft wichtig ist. Doch die eigentliche logische Forschung vollzieht sich schon unabhén-
gig von diesem Material. Sie untersucht mogliche Fille und stellt fiir sie entsprechende Regeln
auf. Von diesem Standpunkt aus ist die Logik eine apriorische Wissenschaft, deren Ergebnisse
fiir eine beliebige Sprache gelten, wenn in ihr nur Elemente vorkommen, die unter die in der
Logik beschriebenen Typen fallen.

Im weiteren fithren wir héufig Beispiele an, die das Gesagte bestétigen. Hier sei nur noch
vermerkt, dafl man erst vor vergleichsweise nicht allzu langer Zeit in der modernen Logik eine
erschopfende Aufzihlung der Regeln fiir die Félle gegeben hat, in denen die logischen Operato-
ren ,und®, ,oder“ und ,nicht“ gemeinsam in Aussagen vorkommen, obwohl diese Operatoren
schon jahrhundertelang verwendet werden. Bekannt sind die Regeln, nach denen man Aussagen
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mit den angegebenen Operatoren Wahrheitswerte in den Féllen zuschreibt, wo man sich auf die
beiden Wahrheitswerte ,wahr* und ,falsch® beschréinkt. An diese Regeln ist man gewshnt und
nimmt sie als etwas Selbstverstéindliches und Naturgegebenes hin. Man braucht aber nur den
Fall zu betrachten, in dem die Aussagen drei und mehr Wahrheitswerte annehmen kénnen, um
festzustellen, da3 es bis zur Entstehung der mehrwertigen Logik keinerlei selbstverstéindliche
Regeln fiir diese Fille auflerhalb der Logik gab. Sie muflten erfunden werden, von den Logikern
neu aufgestellt werden und eine mehr oder weniger weite Anerkennung finden. Es zeigt sich,
daf3 dabei verschiedene Varianten solcher Regeln moglich sind. Fiir den Operator ,nicht* sind
im Falle von drei Wahrheitswerten der Aussagen mindestens drei verschiedene Varianten mog-
lich. Und um dabei Verwechslungen zu vermeiden, miissen verschiedene logische Operatoren
eingefiithrt werden, die diese Varianten beriicksichtigen.

1.6 Logische Termini

Die oben gegebene Beschreibung des Gegenstandes der Logik umfait nur deren Grundlagen,
d. h. nur ihre wichtigsten Bereiche. Die reale Situation in der modernen Logik ist aber so, dafl
die von ihr untersuchte Problematik in einem gewissen Sinne weiter ist als die von uns gege-
bene Definition. In der Logik werden Probleme des Aufbaus wissenschaftlicher Theorien, der
axiomatischen Methode, der Analogie- und Induktionsmethode usw. untersucht. Auflerdem
werden in der Logik die Eigenschaften gewisser spezieller Termini betrachtet, ndmlich Termini,
die Klassen, Relationen (,gréBer®,  kleiner®, ,zwischen“ usw.), Modalitéten (,,méglich®, ,not-
wendig*®, ,zufillig® usw.), Normative (,obligatorisch®, jerlaubt®, ,verboten“ usw.) und andere
in den verschiedensten Wissenschaften anzutreffende Erscheinungen bezeichnen. Da diese Ter-
mini von der Logik und nicht von einer anderen Wissenschaft untersucht werden, nennen wir
sie logische Termini.

Die in der Logik untersuchten speziellen Termini lassen sich in zwei Gruppen einteilen. Zur
ersten Gruppe gehoren solche Termini, deren Bedeutung sich allein im Rahmen und mit den
Mitteln der Logik definieren 14ft. Solche Termini sind etwa ,wahr®, ,falsch®, ,folgt logisch®,
Hogisch notwendig“ usw. Bei diesen Termini handelt es sich um logische Termini im eigentlichen
Sinne. Zur zweiten Gruppe gehtren Termini, die zwar mit Mitteln und Methoden der Logik
bearbeitet werden, deren vollstéindige Definition aber den Rahmen der Logik iibersteigt und au-
Berlogische Voraussetzungen erfordert. Zu dieser Gruppe gehoren etwa die Termini ,existiert®,
Hfaktisch notwendig®, Raum- und Zeittermini, Ausdriicke wie ,empirisches Individuum*, ,,An-
hiufung®, ,,Bewegung®, ,Verdnderung®, ,Entwicklung®, ,empirischer Zusammenhang*, ,Ursa-
che®, ,Wirkung* usw. Solche und &hnliche Termini werden im Rahmen der Wissenschaftslogik
untersucht; logischen Untersuchungen dieser Art sind keinerlei apriorische Grenzen gesteckt.
Die Logik hat in den letzten Jahren ihren Aufmerksamkeitsbereich stéindig erweitert und wird
dies auch weiterhin tun.
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2. Kapitel
Das Verhéltnis der Logik zu anderen
philosophischen Disziplinen

2.1 Logik, Sprache, Denken

Fiir ein richtiges Verstédndnis der Logik und ihrer Aufgaben in der Philosophie ist eine Klérung
des Verhéltnisses von Sprache und Denken erforderlich. In der traditionellen Logik wurden hiu-
fig die logischen Gesetze mit den sogenannten Denkgesetzen identifiziert. Diese Identifizierung
hatte in doppelter Hinsicht negative Auswirkungen. Einerseits wurde die Logik mit psychologi-
schem und erkenntnistheoretischem Beiwerk vermengt, und das wirkte sich hemmend auf ihre
Entwicklung aus. Andererseits fiihrte diese Identifizierung zu einer vereinfachten Deutung der
Denkprozesse. Das menschliche Denken - wie man es im umgangssprachlichen Sinne versteht -
ist ein komplexes soziales Phdnomen, das von den verschiedensten Wissenschaften untersucht
wird. So beschiiftigen sich Psychologie, Physiologie der h6heren Nerventétigkeit, Neurokyber-
netik, Erkenntnistheorie und eine Reihe anderer Disziplinen mit den Denkprozessen.

Wie verhélt es sich nun mit der Logik? Untersucht auch sie das Denken unter bestimmten
Aspekten? Die Antwort auf diese Frage fillt bei den Logikern recht unterschiedlich aus. Eine
Identifizierung von Denkgesetzen und Gesetzen der Logik finden wir nicht nur in der psycho-
logisch orientierten traditionellen Logik des vorigen Jahrhunderts, sondern auch in Arbeiten
neueren Datums. In der philosophischen, methodologischen und mitunter in der logischen Li-
teratur findet man auch in jiingster Zeit h#ufig noch Wendungen wie: ,Die Sprache ist die
Form des Gedankens“ oder ,die Aufforderung als Denkform“ oder ,Die Logik untersucht die
Formen (Strukturen) des richtigen Denkens* usw. Unseres Erachtens werden diese Wendungen
h#ufig unkritisch und gedankenlos gebraucht. Wenn man versucht, den Sinn beispielsweise der
Wendung ,.Die Sprache ist die Form des Gedankens* zu erfassen, so st6fit man sofort auf Schwie-
rigkeiten. Um die Form eines Gedankens zu bekommen, miifliten wir zunéchst den Gedanken
haben und ihm dann etwas entziehen. Wenn dabei der Anspruch auf Wissenschaftlichkeit er-
hoben wird, miifite dieser Vorgang auflerdem intersubjektiv iiberpriifbar sein, da sonst allen
moglichen subjektiven Spekulationen Tiir und Tor gedffnet wiirden. Unseres Wissens hat bis-
her aber noch niemand einen Gedanken isoliert wahrgenommen. FEinen Gedanken kann man
nicht fithlen, sehen, riechen oder horen, er ist kein sinnlich wahrnehmbares Objekt. Wenn man
solche Wendungen liest wie ,Der Aussagesatz ist der materielle Ausdruck eines Gedankens*,
so kann man sich des Eindrucks nicht erwehren, als sei ein Gedanke irgendeine geheimnisvolle,
geistige, ausdehnungslose immaterielle Erscheinung, die irgendwo in unserem Kopf angesiedelt
ist. Wie dessen Form allerdings ermittelt werden soll, ist zumindest rétselhaft. Die Autoren,
die die oben genannten Wendungen publizieren, haben den Dualismus von Geist und Materie,
von Gedanke und Sprache noch nicht restlos iiberwunden. Dieser Dualismus besteht darin, dafl
man den einheitlichen Menschen in zwei Sphéren halbiert, in Kérper und Seele (Geist), und
sich anschlieflend abmiiht, diese beiden Teile wieder zusammenzusetzen.

Die Postulierung von zwei Seinsbereichen und die unkontrollierbare Verwendung von soge-
nannten Geistestermini wurde schon von F. M. Voltaire verspottet, wenn er schreibt: ,Ich
mochte, wenn mein Wille Arme und Beine in Bewegung setzt, auch iiber die Federkraft Be-
scheid wissen, durch die mein Wille sie aus ihrer Lage bringt, denn vorhanden ist eine solche
Federkraft doch sicherlich. Ich bin zuweilen ganz erstaunt, daf§ ich meine Augen heben und
senken, meine Ohren aber nicht bewegen kann. Ich denke - und ich méchte meine Gedanken
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ein wenig kennenlernen, sie mit dem Finger berithren. Das miifite recht merkwiirdig sein. Ich
mochte herausfinden, ob ich selbst meine Gedanken hervorbringe oder ob Gott sie mir eingibt,
ob meine Seele in sechs Wochen oder in einem Tag in meinen Koérper gekommen ist und wie
sie sich in meinem Hirn niedergelassen hat. Und dann mochte ich wissen, ob ich auch denke,
wenn ich fest schlafe oder betdubt bin.“ (Voltaire 1959, S. 315)

In der franzosischen Aufkldrung hat sich E. B. de Condillac am tiefgriindigsten mit der Rolle
der Sprache fiir unser Denken beschiftigt. Fiir ihn hat die Sprache eine konstitutive Funktion
fiir das Denken. Er schreibt: ,Es ist der Hauptvorteil meiner Erkldrung der Seelenoperationen,
dafl man einleuchtend sieht, wie der gesunde Menschenverstand, der Geist, die Vernunft und
ihre Gegenteile gleichermafien aus demselben Prinzip hervorgehen, ndmlich der Verkniipfung der
Ideen untereinander; wenn man den Dingen noch weiter auf den Grund geht, erkennt man, dafl
diese Verkniipfung durch die Verwendung der Zeichen zustande kommt. Dies ist das Prinzip.*
(Condillac 1977, S. 133)

In Deutschland trugen die Arbeiten von J. G. Herder, W. v. Humboldt, G. Ch. Lichtenberg
u.a. zur Erkenntnis der wesentlichen Rolle der Sprache bei der Uberwindung des Dualismus
bei. In unserem Jahrhundert vollzog sich durch die Philosophie Ludwig Wittgensteins und die
Ausbreitung der analytischen Philosophie endgiiltig der ,linguistic turn“, und die fundamentale
und konstitutive Rolle der Sprache wird von den meisten Philosophen und Logikern akzeptiert.

Wenn man hingegen sagt, die Sprache driicke die Gedanken aus oder sei die Form des Ge-
dankens, so postuliert man damit implizit zwei verschiedene Seinsbereiche, und es fillt schwer,
diesem Dualismus dann zu entflichen. Mit den besagten Wendungen werden die wirklichen
Verhéiltnisse umgekehrt. Anstatt zu erkléren, wie das ,Gespenst in die Maschine* kommt (mit
dem Terminus ,,Gespenst in der Maschine* bezeichnet G. Ryle den bisher noch von niemandem
wahrgenommenen koérperlosen Geist), und ihm seinen gespenstischen Charakter zu nehmen,
d. h. zu untersuchen, wie sich die Sprache genetisch herausbildete und sich damit geistige Fa-
higkeiten der Menschen gegeniiber den hochentwickelten Tieren vervielfachten, nimmt man von
vornherein den Gegensatz zwischen Kérper und Geist an. Man versucht dann, die Sprache, mit
deren Hilfe man allein das Denken erklédren kann, durch solche Geistestermini wie ,Gedanke*
etc. zu erkliren, die sich bei dieser Vorgehensweise selbst nicht korrekt einfithren lassen.

Denken ist eine natiirliche F#higkeit (Eigenschaft) von Menschen, und als solche muf} es
auch betrachtet werden. Erkldren l&8t sich die Entstehung dieser Féhigkeit nur, wenn die Ent-
wicklung der menschlichen Sprachfiihigkeit berticksichtigt wird. In der Literatur und in der
Umgangssprache werden aber Denken und Sprechen (Schreiben) nicht identifiziert, sondern
auf verschiedene Art und Weise unterschieden. Eine fiir die logische Problematik wesentliche
Unterscheidung liegt darin, daff wir nicht jedes Reden und Schreiben als bedacht oder durch-
dacht ansehen, sondern zwischen bedachter und unbedachter Rede, zwischen verworrenem und
durchdachtem Schreiben unterscheiden.

Das Sprechen als eine menschliche Lebenséulerung erfiillt die verschiedensten Funktionen.
Es reicht von der reinen Konversation bis hin zur strengen wissenschaftlichen Abhandlung,.
Den durchdachten, kontrollierten Sprachgebrauch, der sich Rechenschaft iiber die verwendeten
Worte ablegt und sich bemiiht, die realen Verhéltnisse richtig wiederzugeben, kann man als
Denken bezeichnen. Die hier angedeutete Unterscheidung ist natiirlich sehr vage und auch
nicht die einzig mogliche. Trotzdem sehen wir sie fiir unser Ziel als zweckméfBiger an, als die in
der Literatur iiblichen. Die Sprache ist eine Schopfung der Menschen, und zwar nicht eines ein-
zelnen Menschen, sondern ein Produkt der menschlichen Gesellschaft, und ihre Herausbildung
ist kein einmaliger Schopfungsakt, sondern ein langwieriger Proze8 und eine stéindige Aufgabe
der Gesellschaft. Mit jedem neuen Bereich der Wirklichkeit, den die Menschen sich prak-
tisch erschlieflen, erweitern sie auch ihre Sprache. Zur Weiterentwicklung der Sprache tragen
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die Kunst und die verschiedensten Wissenschaften bei. Die Umgangssprache und die Wis-
senschaftssprachen sowie die in ihnen enthaltenen Regeln bilden die empirische Basis logischer
Untersuchungen. Doch seit ihrer Herausbildung als Wissenschaft in der Antike beschrinkte sich
die Logik niemals auf eine Beschreibung des faktischen Sprachgebrauchs; von ihr wird vielmehr
die stdndige Aufgabe der Sprachverbesserung auf professioneller Ebene fortgesetzt. Die Logik
ist mehr eine konstruierende als eine beschreibende Wissenschaft. Sie arbeitet Vorschlége fiir
prézise sprachliche Regelsysteme aus, die dann, wenn sie zweckméilig sind, mehr oder weniger
in die allgemeine Sprachpraxis eingehen. Richtet man sich in seinem Sprechen und Schreiben
nach den in der Logik aufgestellten Normen und Regeln, so spricht und schreibt man in dieser
Hinsicht bedacht. Insofern in unserem Nachdenken logische Operatoren, logische Operationen
mit Termini und Aussagen eine Rolle spielen, betrifft die Logik schon unser Denken, und man
konnte die logischen Gesetze in diesem Sinne als Denkgesetze ansehen. Doch man kann sein
Reden und Schreiben auch unter ganz anderen Gesichtspunkten bedenken. Und mit den Na-
turgesetzméfligkeiten, die jene sich in unserem Hirn vollziehenden Prozesse charakterisieren,
haben die logischen Gesetze gar nichts zu tun. Deshalb ist es unzweckméfig und irrefithrend,
logische Gesetze als Denkgesetze zu bezeichnen.

2.2 Logik und Ontologie

Ein Behauptungssystem, in dem logische Regeln fixiert werden, ist ein System von Behaup-
tungen iiber Termini, Aussagen sowie logische Operatoren. Logische Regeln behaupten nichts
itber die Gegenstéinde und Sachverhalte, die mit Termini bezeichnet werden und iiber die in
Aussagen gesprochen wird.

In vielen Fillen kann man logischen Regeln aber die Form von Behauptungen iiber die
Gegenstiéinde und Sachverhalte geben, worauf sich die Termini, logischen Operatoren und Aus-
sagen beziehen, d.h. die Form ontologischer Behauptungen. Aus den beiden Aussagen ,Alle
Metalle leiten den Strom“ und ,Kupfer ist ein Metall“ kann man nach der logischen Regel
Va(a — P) A (b — a) - (b «— P) die Aussage ,Kupfer leitet den Strom* erschlieen. Dieser
Regel kann man aber auch folgende ontologische Formulierung geben: Wenn alle Objekte a
das Merkmal P haben und das Objekt b ein a ist (a genannt wird), so hat das Objekt b das
Merkmal P. Der logischen Regel ,Aus der Aussage A A B folgt logisch die Aussage B A A
(AN B F B A A) laBt sich die Form folgender ontologischer Behauptung geben: ,Wenn ein
Sachverhalt A A B existiert, so existiert ein Sachverhalt B A A“. Viele Behauptungen der
Logik haben auch ohne sprachliche Umformungen die Form ontologischer Behauptungen, so
beispielsweise die Behauptungen ,entweder A oder ~A*, | Es ist unmdoglich, dafl A und ~A*,
»a ist identisch mit a“, ,wenn A, so ~~A“,  Es ist nicht moglich, dafl weder A noch ~A* usw.
Eine solche Ontologisierung der Gesetze der Logik ergibt sich aber nicht aus der Natur dieser
Gesetze, sondern hiingt von anderen Umsténden ab, insbesondere von unserer Bequemlichkeit
im Sprachgebrauch und von der fast selbstverstédndlich gewordenen Gewohnheit, den Inhalt
unserer Aussagen auf die mit den in ihnen vorkommenden Termini bezeichneten Gegenstiinde
zu beziehen. Logische Gesetze werden durchaus nicht deshalb akzeptiert, weil die uns umge-
bende Welt so beschaffen ist, wie in ihnen ausgesagt wird. Sie sind keine Verallgemeinerungen
von Beobachtungsresultaten, sondern sie werden ausschliellich deshalb akzeptiert, weil sie Teile
der Definition der in ihnen vorkommenden logischen Operatoren oder Folgerungen aus solchen
Definitionen sind. So werden die Operatoren ,und“, ,oder“, ,nicht“ usw. gerade so in den
Sprachgebrauch eingefiihrt, dafl die Behauptungen ,entweder A oder ~A*,  wenn A, so ~~A*
usw. fiir beliebige Aussagen gelten. Und wenn wir behaupten, dal wir in der Welt nirgendwo
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und nirgendwann eine Situation antreffen, fiir die eine Aussage der Form ,A A ~A* wahr ist,
so griindet sich unsere Uberzeugung durchaus nicht darauf, da wir die Welt zu allen Zeiten
an allen Orten untersucht haben, sondern ausschliefllich darauf, dal wir die Operatoren ,,und
und ,nicht“ fiir Aussagen gerade so verwenden, dafl ein Akzeptieren der Moglichkeit einer Si-
tuation A A ~A einfach nicht zuléissig ist. Dies ist schon allein daraus ersichtlich, dafl wir uns
vollkommen sicher sind, einen Fehler begangen zu haben, wenn wir in unseren Uberlegungen
scheinbar gezwungen sind, eine Aussage der Form A A ~A zu akzeptieren.

Kurz gesagt, den logischen Regeln liegen keine ontologischen Annahmen zugrunde. Das Be-
streben, den logischen Regeln die Rolle ontologischer Gesetze zuzuschreiben oder irgendwelche
ontologischen Gesetze zu suchen, um die logischen Gesetze zu begriinden, fithrt nur zu vielen
Schwierigkeiten und Ungereimtheiten in der Philosophie und verwirrt ziemlich einfache Dinge.
Die logischen Regeln haben ihre Grundlage ausschliefllich in der Rolle, die die Sprache im Leben
und in der Té#tigkeit der Menschen spielt. Wenn irgendwelche Gegenstéinde (die sprachlichen
Zeichen) beginnen, im Leben der Menschen die Rolle von Termini, Aussagen und logischen Ope-
ratoren zu spielen, so ergibt sich aus dieser Rolle selbst, daf} fiir sie die in der Logik fixierten
Regeln gelten. Natiirlich zwingt die Erkenntnispraxis die Menschen, eine bestimmte Art von
logischen Operatoren und bestimmte Strukturen von Termini und Aussagen in den Gebrauch
einzufithren. Man trifft praktisch bestimmte Situationen an, in denen die einen Gegenstéinde
andere ausschliefien, in denen Gegenstinde nebeneinander existieren usw., und diese Situatio-
nen dienen als Ausgangspunkt fiir die Einfithrung der entsprechenden logischen Operatoren in
den Gebrauch. Von dem Bereich der Welt, der mit Hilfe von Termini und Aussagen beschrieben
wird, héngt es ab, welche logischen Operatoren und welche Typen von Termini und Aussagen
fiir dieses Ziel ausgew#hlt werden. Dies hat jedoch keinerlei Einflufl auf das oben Gesagte, denn
wir sprachen nur von den Regeln zum Operieren mit Termini, Aussagen und Operatoren und
nicht dariiber, warum sie auftreten und warum gerade sie und nicht andere verwendet werden.

Als Beispiel fiir eine ontologische Auffassung logischer Gesetze betrachten wir die Meinung
B. Russells. Er wendet sich gegen die Auffassung logischer Gesetze als Denkgesetze und argu-
mentiert wie folgt: ,Der Name ,Denkgesetze’ ist ebenfalls irrefithrend; denn es kommt nicht
darauf an, daB wir in Ubereinstimmung mit ihnen denken, sondern es kommt darauf an, dafl
das Verhalten der Dinge ihnen entspricht, mit anderen Worten: der Punkt ist, dafl wir richtig
denken, wenn wir in Ubereinstimmung mit ihnen denken.“ (Russell 1969, S. 65) Zur Begriin-
dung betrachtet er den Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch: ,Nichts kann zugleich sein
und nicht sein® oder genauer ,Nichts kann gleichzeitig eine bestimmte Eigenschaft haben und
nicht haben®. Dieses Prinzip wird h#ufig deshalb ein Denkgesetz genannt, weil wir uns von
seiner Notwendigkeit durch Denken und nicht durch Beobachtung der Aulenwelt iiberzeugen.
Wir fiihren ein lingeres Zitat an, um die Argumentationsweise Russells fiir eine ontologische
Auffassung logischer Gesetze zu verdeutlichen. ,,Wenn wir einmal gesehen haben, dafl ein Baum
eine Buche ist, brauchen wir nicht noch einmal hinzusehen, um sicher zu sein, dal er nicht auch
gleichzeitig keine Buche ist; der Gedanke allein gibt uns zu erkennen, dafl so etwas unmoglich
ist. Trotzdem ist die Folgerung, dafl der Satz vom Widerspruch ein Denkgesetz ist, falsch. Was
wir glauben, wenn wir an den Satz vom Widerspruch glauben, ist nicht, daff unser Bewuf3tsein
so konstruiert ist, daBl es den Satz vom Widerspruch fiir wahr halten mufl. Diese Ansicht ist
erst das Ergebnis einer psychologischen Reflexion, die den Glauben an den Satz vom Wider-
spruch schon voraussetzt. Der Glaube an den Satz vom Widerspruch betrifft Dinge, nicht blof3
Gedanken. Wir glauben z. B. nicht, dafl wir nicht gleichzeitig denken ktnnten, ein Baum wiire
eine Buche und auch keine Buche. Wir glauben, daf}, wenn der Baum eine Buche ist, er nicht
gleichzeitig keine Buche sein kann. Der Satz vom Widerspruch ist also ein Satz iiber Dinge
und nicht blof} iiber Gedanken; und wenn auch der Glaube an den Satz vom Widerspruch ein
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Gedanke ist, so ist doch der Satz vom Widerspruch selbst kein Gedanke, sondern ein Faktum,
das die Dinge der Auflenwelt betrifft. Wenn das, was wir glauben, wenn wir an den Satz vom
Widerspruch glauben, nicht auf die Dinge der Auflenwelt zutriife, wiirde der Umstand, dafl wir
gezwungen sind, so zu denken, nicht garantieren, dafl der Satz vom Widerspruch nicht falsch
sein kann, und das zeigt, dafl es sich bei diesem Satz nicht um ein Denkgesetz handeln kann.“
(Russell 1969, S. 78 f.)

Wir akzeptieren die Auffassung Russells, daf logische Gesetze keine Denkgesetze sind. Wir
haben aber auch bereits gezeigt, in welchem Sinne logische Gesetze im Denken eine Rolle spie-
len. Die Auffassung Russells, nach der logische Gesetze Aussagen iiber die Dinge der Auflenwelt
darstellen, konnen wir allerdings nicht akzeptieren, und Russell liefert zum Teil selbst die Ar-
gumente gegen eine solche Auffassung. Russell sagt, daBl man das Gesetz vom ausgeschlossenen
Widerspruch nicht durch Beobachtung der Aufenwelt gewinnt. Wenn wir es aber als giiltig
einsehen kénnen, ohne die Auflenwelt zu beobachten, dann gibt es uns auch keine Informati-
on iiber die AuBenwelt. Die Giiltigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Widerspruch ergibt
sich einzig und allein aus der Festlegung der Verwendungsweise der sprachlichen Zeichen ,jund“
und ,nicht“. Diese Operatoren werden gerade so eingefiihrt, daff der Satz ~(A A ~A) giiltig
ist. Natiirlich hat der Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch und auch der Satz vom aus-
geschlossenen Dritten A V ~A die Form einer ontologischen Behauptung. Wenn diese Sétze
aber ontologische Feststellungen sein sollen, woher haben wir dann die Gewiflheit ihrer unein-
geschrinkten Giiltigkeit? Alle generellen Sitze iiber die Welt, die sich nicht aus sprachlichen
Festlegungen ergeben, haben keine absolute Gewiheit. Es ist immer die Moglichkeit offen, daf3
in der Natur doch noch ein Gegenbeispiel auftritt, das den betreffenden generellen Satz wider-
legt, mag die Wahrscheinlichkeit dieser Moglichkeit auch noch so gering sein. Die genannten
logischen Gesetze konnen gerade deshalb nicht durch die Erfahrung widerlegt werden, weil sie
eben keine echten Aussagen iiber die Realitiit sind. Sie haben nur die Form von Aussagen iiber
die Welt, sind aber wahr allein auf Grund der Eigenschaften der in ihnen vorkommenden logi-
schen Operatoren und liefern uns deshalb auch keine Informationen iiber die nichtsprachliche
Auflenwelt.

Neben der Auffassung der Logik als Lehre von den allgemeinen GesetzméBigkeiten des Seins
wird auch noch eine andere ontologische Deutung logischer Gesetze vertreten. Man behauptet,
es gébe nicht nur eine Logik, die die allgemeinen GesetzméBigkeiten des Seins beschreibe, son-
dern fiir verschiedene Bereiche der Wirklichkeit géibe es verschiedene Logiken. So unterscheidet
man etwa in der intuitionistischen Richtung der mathematischen Grundlagenforschung zwischen
einer Logik fiir endliche und einer Logik fiir unendliche Bereiche, oder im Zusammenhang mit
gewissen methodologischen Schwierigkeiten der modernen Physik spricht man von einer beson-
deren Logik der Mikrophysik im Unterschied zur iiblichen Logik der Makrophysik. Neben den
Ungereimtheiten, die sich bei jeder ontologischen Deutung logischer Gesetze ergeben, entste-
hen hier noch zusétzliche Schwierigkeiten. Wir verweisen hier nur auf folgendes Dilemma, das
sich aus einem Akzeptieren von sogenannten bereichsspezifischen Logiken ergibt. Um einen
Bereich der Wirklichkeit zu beschreiben, benétigt man eine Logik (Sprachform). Wenn aber
die jeweilige Logik vom Charakter (der Beschreibung) des jeweiligen Bereiches abhiingt, wie
soll man dann die zur Beschreibung dieses Bereiches notwendige Logik auswihlen? Es ergibt
sich folgende ausweglose Situation: Zur Beschreibung mufl man eine Logik haben, aber um zu
wissen, welche Logik, muB8 man vorher eine Beschreibung des betreffenden Bereiches haben.
Man kommt also weder zu einer Logik noch zu einer Beschreibung des betreffenden Bereiches.
Ausfiihrlicher betrachten wir diese Problematik im néchsten Abschnitt.
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2. Kapitel  Logik und andere Disziplinen
2.3 Die Universalitit logischer Regeln

Wie wir bereits sagten, stellt die Logik solche Regeln fiir Termini, Aussagen und logische
Operatoren auf, die nicht davon abhingen, zu welcher Sprache die Termini, Aussagen und
Operatoren gehtren. Es gibt keine spezielle Logik fiir Deutsche, Englénder, Russen usw. Es
gibt auch keine spezielle Logik fiir Mathematiker, Physiker, Mikrophysiker, Makrophysiker,
Politiker, Juristen usw., denn die Logik findet das, was sie sucht: Regeln, die unabhiingig von
der Form der Sprache und von dem Gegenstandsbereich sind, fiir den die Sprache ausgearbeitet
wird. Auf Grund der Orientierung der Logik und der von ihr verwendeten Methoden sind also
die von ihr formulierten Regeln (Gesetze) universal.

Wenn wir einen bestimmten logischen Operator a so eingefithrt haben, daBl nach seiner
Definition eine gewisse Regel R fiir die ihn enthaltenen Termini und Aussagen gilt, so kann es
keinen Fall geben, in dem der Operator a verwendet wird und die Regel R sich als fehlerhaft
erweist. Angenommen, wir haben den Operator A so definiert, daf} fiir beliebige Aussagen A,
B und C die Regeln gelten:

1) aus A A B ist ableitbar B A A;

2) aus A A B ist ableitbar A;

3) aus A A B ist ableitbar B;

4) aus (AN (BAC)) ist ableitbar ((A A B) A C') und umgekehrt.

Die Frage, welche Eigenschaften der Operator A hat, miissen wir im Falle dieser Definition
wie folgt beantworten: Dieser Operator ist so beschaffen, dafl fiir ihn die Regeln 1-4 gelten.
Es ist vollkommen offensichtlich, dafi es jetzt sinnlos ist, Félle zu suchen, in denen eine der
Regeln 1-4 fehlerhaft ist. Wenn wir entscheiden, dafl eine dieser Regeln zu verwerfen ist, so
bedeutet das nur: Entweder wir verwechseln den Operator A mit irgendeinem anderen, oder in
der vorliegenden Situation ist ein neuer Operator nétig, der dem Operator A dhnlich ist, sich
aber von ihm unterscheidet, oder wir haben implizit von der frither getroffenen Definition des
Operators Abstand genommen. Es existiert jedoch die Meinung, dal die Gesetze der Logik
nicht universal seien, d.h., es werden Fille zugelassen, in denen ein und dasselbe Gesetz der
Logik in einem Erkenntnisbereich zu richtigen und in anderen Erkenntnisbereichen zu falschen
Resultaten fiithrt. Mit anderen Worten, man 148t zu, daf§ die logischen Gesetze Ausnahmen
haben und vom Gegenstandsbereich abhiingen. So stammt noch aus dem vorigen Jahrhun-
dert die Tradition, logische Widerspriiche in bezug auf Ubergangszustiinde von Objekten als
berechtigt zuzulassen (hierbei wird zugelassen, dafl Aussagen der Form ,A A ~A“ fiir einige
Aussagen A wahr sein koénnen). In der modernen logisch-philosophischen Literatur kommen
noch die Beschriankungen des Gesetzes vom ausgeschlossenen Dritten und der Beseitigungsre-
gel der doppelten Negation hinzu (hierbei wird zugelassen, dafl Aussagen der Form AV ~A
und ,Wenn ~~A; so A“ nicht immer wahr sind) sowie eine Einschréinkung des Gesetzes der
Kommutativitét (hierbei wird angenommen, dafi eine Umstellung von A und B in Aussagen
der Form ,A und B* nicht immer berechtigt ist) und anderer logischer Gesetze.

In diesem Zusammenhang ergeben sich folgende Fragen: 1) Warum sieht man gerade diese
logischen Gesetze (,A V ~A“, ,Es ist unmoglich, da A und ~A“ usw.) als nichtuniversal
an und nicht andere? 2) Kénnen auch noch Fille auftreten, wo sich zusitzlich noch andere
logische Gesetze als nichtuniversal erweisen? 3) Gibt es trotzdem noch logische Gesetze, die
universal giiltig bleiben? 4) Wo liegt die Grenze zwischen universalen und nichtuniversalen
logischen Gesetzen? Auf diese Fragen darf man keine verniinftigen Antworten erwarten, denn
ein Akzeptieren der Nichtuniversalitéit logischer Regeln ist eine Frucht von Miflverstéindnissen.
Logische Gesetze lassen ihrer eigenen Natur nach (der Methode ihrer Aufstellung nach) keine
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Abschnitt 2.4 Universalitits- versus Toleranzprinzip

Ausnahmen zu und héngen nicht von den Besonderheiten dieses oder jenes Erkenntnisbereiches
ab. Von den Besonderheiten der Erkenntnisbereiche héngt nur ab, welche der bekannten und
moglichen logischen Gesetze verwendet werden. Die ,Fakten“, auf die sich die Vertreter der
Konzeption der Nichtuniversalitéit logischer Gesetze stiitzen, sind ein Ergebnis der Verwechse-
lung verschiedener logischer Formen.

Es ist charakteristisch, dafl unter den Vertretern der nichtuniversalen Logikkonzeption kei-
ne Einmiitigkeit dariiber besteht, welche logischen Gesetze als nichtuniversal anzusehen sind.
Die einen verwerfen das Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch, lassen aber die Regel zur
Beseitigung der doppelten Negation, die kommutativen Gesetze usw. gelten, wihrend ande-
re das Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten verwerfen und das Gesetz vom ausgeschlossenen
Widerspruch gelten lassen.

Die Illusion, logische Regeln seien nichtuniversal, entsteht teilweise auch deshalb, weil die
logischen Operatoren nicht ausreichend streng definiert sind, die entsprechenden sprachlichen
Ausdriicke mehrdeutig und verschwommen sind (in verschiedenen Bedeutungen verwendet wer-
den), oder weil den Personen, die sich mit den gegebenen logischen Operatoren beschiftigen,
ihre strengen Definitionen nicht bekannt sind oder weil sie gar nicht die Moglichkeit solcher De-
finitionen sehen. Eine bedeutende Rolle spielt hier auch der Sensationsdrang und der Wunsch,
in der Wissenschaft auch dort einen Umsturz zu vollziehen, wo ein solcher unsinnig und un-
moglich ist. Die Position der Logik ist in allen diesen Fillen genau bestimmt: Sie hat die
Aufgabe, die logischen Mittel der Sprache so zu bearbeiten, dafl jeder AnlaBl zum Zweifel an
der Universalitét logischer Regeln beseitigt wird.

2.4  Universalitits- versus Toleranzprinzip

Die Gegner der Universalitét logischer Regeln berufen sich oft auf das Toleranzprinzip in der Lo-
gik. Die prignanteste Formulierung erhielt dieses Prinzip wohl durch R. Carnap in seiner Arbeit
,Logische Syntax der Sprache* (Carnap 1934). Nachdem er einige negative Forderungen von
Brouwer, Kaufmann und Wittgenstein beschrieben hat, durch die gewisse iibliche Sprachformen
- Ausdrucksweisen und SchluBweisen - ausgeschaltet werden sollen, gibt er seiner Einstellung
zu solchen Forderungen allgemein folgenden Ausdruck: ,,Wir wollen nicht Verbote aufstellen,
sondern Festsetzungen treffen. Einige der bisherigen Verbote haben das historische Verdienst,
dafl sie auf wichtige Unterschiede nachdriicklich aufmerksam gemacht haben. Aber solche Ver-
bote kénnen durch eine definitorische Unterscheidung ersetzt werden.“ (Carnap 1934, S. 44-45)
Und weiter: ,In der Logik gibt es keine Moral. Jeder mag seine Logik, d. h. seine Sprachform
aufbauen wie er will. Nur mufl er, wenn er mit uns diskutieren will, deutlich angeben, wie
er es machen will, syntaktische Bestimmungen geben anstatt philosophischer Ertrterungen.“
(ebenda, S. 45)

Carnap gab diesem Prinzip seinen eingéngigen Namen Toleranzprinzip, weist aber darauf
hin, dafl es von Karl Menger zuerst formuliert wurde. In seinen ,Selected Papers in Logic and
Foundations, Didactics, Economics* gibt dieser in einem einleitenden Abschnitt unter dem Ti-
tel ,Logical Tolerance in the Vienna Circle® eine ausfiihrlichere Charakteristik dieses Prinzips
und skizziert kurz seine Geschichte. Menger hatte mehrere Jahre mit L. E. J. Brouwer zusam-
mengearbeitet, und es ist offensichtlich, daf3 die Konkurrenzsituation zwischen der klassischen
Logik, die im Grundlagenstreit der Mathematik vor allem von Hilbert und seiner Schule - den
sogenannten Formalisten - vertreten wurde, und der intuitionistischen Logikkonzeption (von
einer intuitionistischen Logik kann man ja zu dieser Zeit noch nicht sprechen) der Hauptgrund
fiir die Formulierung des Toleranzprinzips war. Menger berichtet, dal er im Friithjahr 1927
am Schlufl seines intuitionistisch-formalistischen Worterbuches der Mengenlehre, in dem viele
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Brouwersche Begriffsbildungen mit denen der klassisch orientierten Mengenlehre verglichen und
Ubersetzungsvorschlige gemacht wurden, hervorgehoben hat, da$ das Wort , Konstruktivitsit
wahrscheinlich auf verschiedene Weise und in verschiedenen Graden definiert werden kann. Die-
se Idee wurde von Menger in seinem Aufsatz ,Der Intuitionismus® weiter ausgebaut, und er
faBit sie wie folgt zusammen:

1. Fiir jede der verschiedenen Versionen der Konstruktivitit 148t sich eine korrespondierende
Mathematik, lassen sich insbesondere auch Systeme, die noch stérker beschrénkt sind als die
intuitionistische Mathematik, entwickeln.

Die spiitere Entwicklung der intuitionistischen Logik und Mathematik hat Mengers Voraussa-
ge in diesem Punkt bestétigt. Heute gibt es innerhalb des Intuitionismus und Konstruktivismus
die verschiedensten Stromungen, sowohl beztiglich der verwendeten Logik als auch beziiglich
des Konstruktivititsbegriffs.

2. Das Beharren auf einer speziellen Idee der Konstruktivitéit, die Auszeichnung der entspre-
chenden Entwicklungen als sinnvoll und die Verwerfung von transzendierenden Ergebnissen als
sinnlos haben nicht den geringsten kognitiven Inhalt und miissen von der Logik und Mathematik
in die Biographie des Proponenten verwiesen werden.

Menger nennt diese Auffassung ein Toleranzprinzip zweiter Ordnung, das eine Toleranz durch
doppelte Negation ausdriickt. Da man iiber keinen klaren Begriff von ,sinnvoll“ verfiigt, ist die
Auszeichnung eines speziellen Konstruktivitétsbegriffs als allein sinnvoll dogmatisch und muf3
ihrerseits verworfen werden.

3. Sache der Mathematik und Logik ist ausschliefilich die Frage nach den Aussagen, in die
bestimmte andere Aussagen nach bestimmten Regeln umgeformt werden kénnen, wihrend die
Begriindung der Aussagen und Umformungsregeln durch einen Appell an die Intuition ,nichts
als leere Worte sind“. Menger nennt diese Auffassung den implikationistischen Standpunkt.

In seinem Artikel , Die neue Logik “ (1933) entwickelt er diese Ideen weiter und unterstreicht:

4. Die echte Aktivitdt des Mathematikers besteht in der Umformung von Aussagen, die auf
verschiedenen Wegen ausgewiihlt sein konnen, aber klar angegeben sein miissen, in andere
Aussagen mit Hilfe von Umformungsregeln, die auf verschiedenen Wegen ausgewihlt werden
konnen, aber klar angegeben sein miissen.

5. Diese einfache Tatsachenfeststellung ist alles, was Mathematik und Logik iiber diese Aktivitét
sagen konnen, die eine Begriindung weder benttigt noch einer Begriindung fiihig ist.

Soweit die Formulierung des Mengerschen Toleranzprinzips. Bevor wir uns kritisch mit ihm
auseinandersetzen, seien noch einige historische Anmerkungen gemacht, die sich im wesentlichen
auch auf Mengers Ausfithrungen stiitzen. 1927 kam Menger als Professor fiir Geometrie nach
Wien, nachdem er zwei Jahre lang als Dozent an der Universitét Amsterdam zusammen mit
Brouwer gearbeitet hatte. Er war stark von Brouwer beeinflufit, obwohl er in dieser Zeit dabei
war, sich von dessen Auffassungen zu losen. Er beteiligte sich an den Beratungen des Wiener
Kreises um M. Schlick. Wohl unter dem Einflul von L. Wittgenstein sprachen Schlick, Carnap,
F. Waismann und auch H. Hahn stéindig von der Sprache und der Logik. Menger, damals
wohl einer der besten Kenner sowohl der intuitionistischen als auch der formalistischen und
logizistischen Richtung im Grundlagenstreit der Mathematik, stellt diese Einheit der Sprache
und der Logik in Frage und vertritt die Gedanken seines Toleranzprinzips. Anfangs waren alle
Mitglieder des Wiener Kreises, mit Ausnahme von K. Godel, der Mengers Ansichten mit ,,einem
Kopfnicken“ unterstiitzte, gegen die Auffassung Mengers. Erst nach lingeren Diskussionen
setzt sich Mengers Ansicht durch und erhilt 1934 in Carnaps ,Logische Syntax der Sprache*
ihre oben angegebene klassische Formulierung. Doch Carnap schreibt in diesem Buch auch:
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,Die hier genannte tolerante Einstellung diirfte, bezogen auf spezielle mathematische Kalkiile,
den meisten Mathematikern naheliegen, ohne daff man sie ausdriicklich auszusprechen pflegt. “
(Carnap 1934, S. 45)

Das #rgerte Menger natiirlich, und er konterte 1937: ,Ich wére gliicklich gewesen, wenn Car-
nap recht gehabt hitte, aber da die prominenten Mathematiker (Poincaré, die Pariser Schule zu
Beginn unseres Jahrhunderts, Hilbert, Weyl, Brouwer), die sich mit den Grundlagen der Mathe-
matik beschiiftigt haben, explizit Meinungen duflerten, die - soweit sie auch sonst voneinander
abweichen - alle dem oben genannten Prinzip diametral entgegengesetzt waren, bedaure ich,
daf} ich die Verantwortung alleine tragen mu$.* (Menger 1979, S. 13) Menger 148t es sich auch
nicht nehmen, Carnaps schlechtes Gedichtnis in bezug auf das Toleranzprinzip hervorzuheben,
da dieser 30 Jahre spéter in seiner ,Intellectual Autobiography®, im Abschnitt ,The Begin-
ning of my Work in Philosophy“ das Toleranzprinzip erw#éhnt und hinzufiigt, da} die in ihm
ausgedriickte Haltung withrend seines ganzen Lebens die gleiche geblieben sei (Schilpp 1963, S.
18).

Leider hat sich die in dem Menger-Carnapschen-Toleranzprinzip ausgedriickte Haltung bei
vielen Mathematikern, Logikern und Philosophen durchgesetzt. Toleranz ist eine lobenswerte
menschliche Eigenschaft, Intoleranz ist unangenehm, zeugt von fanatischer und dogmatischer
Haltung und ist deshalb abzulehnen. So trug die suggestive Namensgebung sicher zur weiten
Verbreitung der in diesem Prinzip ausgedriickten Auffassung bei. Doch wie sind die Beziehun-
gen von Toleranz und wissenschaftlicher Objektivitéit? Schliet Toleranz in der Wissenschaft
Objektivitét ein oder aus? In Lessings klassischer Ringparabel geht es darum, welche der drei
groBen Religionen die wahre sei. Da sich mit Argumenten keiner der Vertreter der verschie-
denen Religionen von der Richtigkeit einer anderen Religion iiberzeugen lét, lautet Lessings
Botschaft, dal man sich wegen unterschiedlicher religioser und weltanschaulicher Auffassungen
nicht hassen und bekriegen soll, sondern auch in dem Andersdenkenden den Menschen achten
und das Menschliche in dessen Religion und Weltanschauung sehen soll. Eine so aufgefafite To-
leranz schliet natiirlich eine Argumentation iiber die unterschiedlichen Auffassungen ein und
nicht aus. Unterbleibt die Kommunikation und Argumentation, so artet Toleranz in Gleichgiil-
tigkeit aus, d. h. wird zu einer schlimmen Form von Intoleranz. Wie jede Form der menschlichen
Gemeinschaft erfordert auch die Wissenschaft Toleranz. Ohne eine gewisse Form der Toleranz
ist eine sprachliche Kommunikation und so auch Wissenschaft nicht moglich. Wissenschaftliche
Toleranz ist explizit dann erforderlich, wenn das vorhandene Wissen oder die technischen Mog-
lichkeiten nicht ausreichen, um eine Entscheidung iiber die Richtigkeit von konkurrierenden
Auffassungen herbeizufiihren. Toleranz schliefft hier immer das Akzeptieren von Tatsachen,
die Bereitschaft zur Anderung der eigenen Meinung und das Offensein fiir Argumente des An-
dersdenkenden ein. Bei Wissenschaften, die abbildenden Charakter haben, den Natur- und
Gesellschaftswissenschaften, hat das Tolerieren von anderen Auffassungen im allgemeinen nur
zeitweiligen Charakter, so lange, bis eine Entscheidung tiber die Wahrheit oder Falschheit der
konkurrierenden Auffassungen moglich ist. Da sich im Grundlagenstreit der Mathematik alle
Vertreter bei sonst unterschiedlichen und gegensiitzlichen Meinungen einig waren, dafl Mathe-
matik und Logik keinen abbildenden Charakter haben, lag hier die Problematik anders als in
den Natur- und Gesellschaftswissenschaften. Sieht man sich die faktische Situation in der ma-
thematischen Grundlagenforschung zur Zeit der Formulierung des Toleranzprinzips an, so ist
es nicht verwunderlich, dal Menger und Carnap Toleranz predigten. Beide Richtungen im ma-
thematischen Grundlagenstreit waren durch einen herausragenden Mathematiker représentiert.
Auf der einen Seite stand Hilbert als Hauptvertreter des Formalismus und auf der anderen
Brouwer als Hauptfigur des Intuitionismus. Beide Schulen erzielten hervorragende Ergebnis-
se in der mathematischen Forschung. Beide hatten philosophisch grundsitzlich verschiedene
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Auffassungen, und ihre Logik unterschied sich wesentlich, sowohl im Konzept als auch in den
akzeptierten Regeln. Das Toleranzprinzip lag faktisch in der Luft, zumal die Polemik zwischen
beiden Richtungen zum Teil sehr scharfe Formen annahm.

Wenn wir auch das Toleranzprinzip in seiner ganzen Tragweite ablehnen, so enthalten die
Auffassungen von Menger und Carnap, die in ihrer Gesamtheit das Toleranzprinzip bilden,
doch viele richtige Gedanken. Zunéchst ist Menger darin zuzustimmen, dafl der Konstruktivi-
tétsbegriff unklar ist und daf3 verschiedene Explikationen dieses Begriffes moglich sind. Einmal
gab die faktische Entwicklung der konstruktiven Mathematik Menger in diesem Punkte recht,
zum anderen sind mit diesem Begriff auch heute noch viele philosophische und mathematische
Schwierigkeiten verbunden. Widersprechen mochten wir in diesem Zusammenhang aber der
Mengerschen Auffassung, daf§ der weiteste Konstruktivitéitsbegriff die Forderung nach blofler
Widerspruchsfreiheit sei und dafl dieser Konstruktivititsbegriff gegeniiber den engeren durch
dsthetische Eigenschaften der zugehorigen Mathematik ausgezeichnet sei. Wir teilen hier vollig
die Meinung von Ch. Thiel, der schreibt: ... dafl wir die von Menger hier genannte blofle
Widerspruchsfreiheit nicht als konstruktiv in einem begreifbaren Sinne anerkennen kénnen“
(Thiel 1972, S. 172-173).

Wiirde man die Mengersche Auffassung akzeptieren, so wiirde damit die ganze Unterschei-
dung zwischen konstruktiven und nichtkonstruktiven Beweisen sinnlos und damit wére der
Konstruktivitétsbegriff selbst hinfillig.

Im weiteren beschriinken wir unsere Uberlegungen allein auf Probleme des Toleranzprinzips,
die mit der Logikauffassung zusammenhéngen. In bezug auf die Begriindungsproblematik der
Logik bin ich der Meinung, daf} alle Begriindungsversuche der Logik aus einem philosophischen
Prinzip letztlich zirkuldr und darum unzureichend sind. Es wird immer mehr vorausgesetzt als
begriindet. Weiter ist die Auffassung von Carnap natiirlich richtig, daf jeder Logiker (und erst
recht jeder Mathematiker) das Recht hat, beliebige logische (und mathematische) Kalkiile auf-
zubauen, wobei er die Regeln fiir diese Konstruktionen korrekt anzugeben hat. Heute herrscht
in dieser Hinsicht in der Logik gewifl kein Mangel. Wir sind auch der Meinung, daf3 diese zum
Teil rein formalen Aufbauten keine bloflen Spielereien sind. Ein Teil dieser Kalkiile findet si-
cher einmal verniinftige Anwendungen. Das bedeutet jedoch nicht, daff die vorhandenen oder
moglichen logischen Kalkiile gleichberechtigt sind und daf} logische Regeln willkiirlich wéhlbar
und iiberhaupt nicht begriindet werden kénnen und miissen. In diesen Punkten halten wir die
Auffassungen von Carnap und Menger fiir falsch und schédlich. Und sie verdienen nicht den
Namen Toleranzprinzip, sondern eher den Namen Indifferenz- oder Gleichgiiltigkeitsprinzip.

In seinem Essay ,,The Prevalenz of Humbug* fiihrt Max Black ein interessantes Beispiel
fir Humbug an. Eine amerikanische Journalistin sagte in einem Radiointerview iiber eine
Schriftstellerin, dafl jedes Wort, das jene schreibe, eine Liige sei, einschliellich der Worte ,,and “
und ,the“ (Black 1983, S. 117).

Wir wollen hier nicht die Humbugproblematik behandeln, doch unterbreiten wir M. Black
den Vorschlag, fiir eine Neuauflage seines brillanten Essays das Toleranzprinzip als treffendes
Beispiel fiir Humbug zweiter Ordnung (da wir im Deutschen kein passendes Wort fiir Humbug
haben, kénnen wir Humbug zweiter Ordnung nur mangelhaft mit Selbstbetrug erldutern) aufzu-
nehmen. Denn es ist sicher, daf selbst die eifrigsten Vertreter des Toleranzprinzips natiirlich der
Auffassung sind, dafl ihre eigene Logik zumindest in bestimmter Hinsicht die bessere sei. Doch
kommen wir auf das Beispiel der Journalistin zuriick. Abgesehen davon, daf einzelne Worte im
allgemeinen keine Liige sein konnen, aufler als Antwort auf eine Frage oder wenn sie ein Befin-
den vortéduschen sollen, das man in Wirklichkeit nicht hat, macht der offensichtliche Humbug
des Beispiels deutlich, daf jede Sprache Worte enthélt, deren Gebrauch durch die Gemeinschaft
so geregelt ist, dal man ihn nicht willkiirlich ab&ndern kann. Zu diesen Worten gehoren solche
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logischen Worte (logischen Operatoren) wie ,und“, ,oder“ ,nicht“, ,alle“ usw. Die Unter-
suchung der Verwendungsweise solcher logischen Operatoren bildet den Ausgangspunkt jeder
echten logischen Untersuchung. Wir wollen damit nicht sagen, daf3 die Logik als Wissenschaft
die ,inhérenten logischen Regeln“ der natiirlichen Sprache abbildet und beschreibt. Diese Be-
hauptung wére wieder Humbug, und wir brauchten keine Logik als Wissenschaft. Der Logiker
setzt vielmehr den eher spontanen Sprachbildungsprozef in bestimmten Aspekten mit profes-
sionellen Mitteln fort. Er entdeckt Mehrdeutigkeiten in der Sprache, unvollstéindige sprachliche
Regelungen, die er vervollstindigt, er baut ganze Theorien auf. Die Entfernung seiner theo-
retischen Probleme und Konstruktionen von seiner empirischen sprachlichen Basis kann sehr
grof} sein. Aber ein Kontakt zur sprachlichen Basis mufl immer vorhanden sein. Die Aufgabe
des Logikers ist es, Systeme von logischen Regeln zu entwerfen, die universell gelten. Damit
ist gemeint: Eine logische Regel muf so beschaffen sein, dafl sie ohne Ausnahme (universell)
stets von wahren Primissen zu wahren Folgerungen fiihrt, unabhiéingig davon, tiber welchen Ge-
genstandsbereich in den Priamissen und Folgerungen gesprochen wird. Diese Forderung kann
man das Universalititsprinzip nennen. Es ist keine moralische Feststellung, und insofern hat es
einen anderen Charakter als das Carnapsche Toleranzprinzip. Wir stimmen Carnap zu: In der
Logik gibt es keine Moral, und sein Toleranzprinzip gehort natiirlich auch nicht zur Logik. Das
Universalitétsprinzip ist aber auch keine faktische Feststellung in dem Sinne, daf alle Regeln
und Theoreme, die in der Wissenschaft der Logik aufgestellt werden, diese Forderung erfiil-
len. Im Gegenteil, die faktische Situation in der Logik ist in dieser Hinsicht erschreckend, die
Konzeption sogenannter bereichsspezifischer Logiken oder allgemeiner sogenannter alternativer
Logiken ist sehr weit verbreitet. Ich bin mir bewuflt, dafl die Rede von ,Logiken“ sprachwidrig
ist, denn der Duden léft den Plural von ,Logik® nicht zu. Das Universalitétsprinzip ist eine
definitorische Festsetzung, was man unter einer logischen Regel zu verstehen hat. Wenn wir also
eine Sprachregel haben, die in einem Erkenntnisbereich von wahren Voraussetzungen zu wahren
Folgerungen fiihrt und in einem anderen Erkenntnisbereich nicht, so ist diese Sprachregel keine
logische. Bestreitet man die Universalitét logischer Regeln und 14t man entsprechend dem
Carnapschen Toleranzprinzip zu, dafl jeder seine eigene Logik wihlt, so filhrt das zu einer Zer-
storung der Logik als Wissenschaft und degradiert sie zu einer reinen intellektuellen Spielerei.
Deshalb mufl man auch eine dem Universalitétsprinzip entsprechende moralische Forderung an
die Logiker richten, die Einheit ihrer Wissenschaft anzustreben und zu hiiten, denn nur eine
einheitliche Logik kann auch praktisch niitzliche Anwendung finden.

Die intuitionistische Logikkonzeption ist die einflufireichste von denen, die sogenannte be-
reichsspezifische Logiken fordern. In ihr wird zwischen einer Logik fiir finite und fiir infinite
Bereiche unterschieden. Aber schon die Frage: Haben wir es mit einem finiten oder einem infini-
ten Bereich zu tun? setzt ja bereits eine Logik voraus (enthélt den logischen Operator ,oder*).
Die Vertreter aller sogenannten bereichsspezifischen Logiken stehen vor dem im Abschnitt 2
beschriebenen Dilemma.

Faktisch haben wir folgende Situation vor uns: Sowohl die klassische Logik als auch die
intuitionistische beanspruchen, ein korrektes Regelsystem fiir die logischen Operatoren ,,und*,
yoder®, ‘nicht“ ,alle“  einige“ usw. der Sprache zu liefern. Thre logischen Regelsysteme sind
aber grundsétzlich verschieden. In einer solchen Situation ist es nicht Aufgabe des Logikers,
Toleranz zu predigen, sondern die tieferen logischen Griinde fiir diese Meinungsverschiedenheit
aufzuhellen.

Wir behandeln diese Problematik spéter bei der Darstellung und Kritik einzelner alternativer
Logiken.
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2.5 Panlogismus und die Universalitéit logischer Regeln

Unter Panlogismus versteht man eine philosophische Doktrin, dergemif sich die Welt nach lo-
gischen Gesetzen entwickelt. Die logischen Gesetze werden als Weltgesetze (Logos) angesehen.
Diese bestimmen nach dieser Doktrin die Gesetze des Seins. Der Panlogismus ist eine eindeu-
tig idealistische Lehre, nach der die Welt von etwas Geistigem (dem Logos, der Vernunft etc.)
beherrscht wird. In panlogistischen Auffassungen hat auch die These von der Identitit von
Denken und Sein ihren Ursprung. Am ausgeprigtesten findet sich der Panlogismus in der Phi-
losophie Hegels (alles Wirkliche ist verniinftig). Zur Charakteristik der Hegelschen Philosophie
wurde der Begriff des Panlogismus auch erstmals eingefiihrt (Erdmann).

Manchmal werden auch von materialistischen Philosophen panlogistische Auffassungen ver-
treten. Bei diesem materialistischen Panlogismus werden die logischen Gesetze als (allgemein-
ste) Gesetze der Realitéit angesehen (objektive Logik), die mehr oder weniger angenihert in
den sogenannten Denkgesetzen (subjektive Logik) widergespiegelt werden. Doch ist auch diese
Auffassung nicht akzeptabel, da eine unvoreingenommene Betrachtung der Problematik sofort
deutlich macht, dafl nur die allgemeine Sprachstruktur (die Logik) in die Realitét hineinproji-
ziert und mit der Struktur der Welt identifiziert wird.

Die von uns vertretene Universalitéit logischer Regeln hat mit dem Panlogismus nichts ge-
mein, sie ist ihm direkt entgegengesetzt. Logische Gesetze und Regeln geben uns keinerlei Infor-
mation iiber die nichtsprachliche Wirklichkeit, sie betreffen ausschliefllich bestimmte Aspekte
der Sprache. Gerade eine Erkenntnis dieser Eigengesetzlichkeit der Sprache gestattet es uns,
echte Erkenntnisse tiber die nichtsprachliche Wirklichkeit von rein logisch wahren Aussagen (von
Aussagen, die allein aus logischen Griinden wahr sind) zu unterscheiden. Es ist philosophisch
sehr wesentlich, diese beiden Arten von Erkenntnissen genau zu unterscheiden.

2.6 Anwendung der Logik in anderen philosophischen Disziplinen

Aus dem bereits Gesagten wird deutlich, dafl der Anwendungsbereich der Wissenschaft der Lo-
gik die sichtbare und horbare Sprache (insbesondere die Wissenschaftssprache und die Sprache
der Philosophie) ist und dafl ihr Anwendungsgebiet nicht die mit Hilfe von Termini und Aussa-
gen einer Sprache fixierten Gegensténde sind oder irgendwelche idealen Wesenheiten (,,Gedan-
ken®), die in sprachlichen Formen nur ihren stofflichen Ausdruck finden.

Die Behauptung, daB der Anwendungsbereich der Logik nicht die natiirlichen Sprachen
(darunter die Umgangs- und Wissenschaftssprachen), sondern nur kiinstliche oder idealisier-
te Sprachen seien, ist nicht richtig. Anwendungsgebiet der Logik sind beliebige Sprachen, wenn
ausreichende Bedingungen fiir eine Anwendung der Logik vorhanden sind (d. h., wenn man in
ihnen Arten von Termini, Aussagen und logischen Operatoren unterscheiden kann, fiir die sich
Regeln aufstellen lassen). Idealisierungen und sogenannte kiinstliche Sprachen hingegen sind
nur Mittel der Logik, um logische Gesetze aufzustellen.

Wenn man von Anwendungen der Logik auf irgendwelche speziellen Gegenstandsbereiche
und nicht auf die Sprache der sie betreffenden Wissenschaften spricht, so 148t man damit eine
Zweideutigkeit zu. Man versteht hierbei unter Logik nicht eine besondere Einzelwissenschaft
mit bestimmten Aufgaben, sondern nur einzelne ihrer Bestandteile. Genauer gesagt, man meint
hier nur einzelne logische Kalkiile, die eine auflerlogische Interpretation zulassen. Das ist fiir
die Wissenschaft der Logik aber keine notwendige Erscheinung, zumindest macht es nicht das
Wesen und die Hauptaufgabe der Logik aus. Um eine solche aulerlogische Anwendung der Logik
handelt es sich beispielsweise in der Schaltalgebra oder in der Theorie der Neuronennetze.

Aus dem oben Gesagten folgt weiter, daf die in der Literatur anzutreffende Auffassung von
einer Annidherung der Logik an die natiirliche Sprache eine Frucht von Miflverstéindnissen ist.
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Es kommt nicht darauf an, die Logik der natiirlichen Sprache oder den Wissenschaftsspra-
chen anzunghern, d.h., die Logik zu nétigen, die Mehrdeutigkeit, Unbestimmtheiten und den
verschwommenen Charakter dieser sprachlichen Mittel zu beriicksichtigen, sondern die Wissen-
schaftssprachen sind eher der Logik anzunéhern, indem man die Wissenschaftler mit wichtigen
Ergebnissen der Logik vertraut macht. In Wirklichkeit verlduft die Entwicklung auch in dieser
Weise, und Ergebnisse der Logik dringen sténdig in die Wissenschaften und in alle philosophi-
schen Disziplinen ein.

Was bisher in allgemeiner Form iiber die Anwendung der Logik gesagt wurde, gilt natiirlich
insbesondere auch fiir die Anwendung der Logik in der Philosophie. Uberall, wo in der Philoso-
phie Termini, Aussagen und logische Operatoren verwendet werden, kann und sollte dies nach in
der Logik aufgestellten Regeln geschehen. In dieser Hinsicht unterscheidet sich die Anwendung
der Logik in philosophischen Disziplinen nicht von ihrer Anwendung in den Wissenschaften
itberhaupt. Doch gibt es auch eine Reihe von Faktoren, die eine Auswertung der Ergebnisse
und Methoden der Logik in der Philosophie besonders nahelegen. Diese wachsende Bedeutung
der Logik fiir philosophische Untersuchungen hat objektive Griinde. Als wichtigster Grund
ist hier die Verwendung von logischen Methoden in einer Anzahl von Einzelwissenschaften zu
nennen. Vor allem in den Grundlagenfragen der Mathematik und Physik, aber auch in einigen
anderen Wissenschaftsdisziplinen ist die bewufite Verwendung der Logik zu einer Alltagser-
scheinung geworden. Damit nehmen aber auch die philosophischen Probleme dieser Disziplinen
einen solchen Charakter an, dafl sie ohne fundierte logische Kenntnisse gar nicht formuliert,
geschweige denn gelost werden konnen. Auch die Ausarbeitung einer ganzen Reihe von tradi-
tionellen Problemen der Philosophie erfordert neue prézise Methoden der Logik. Vor allem in
unserem Jahrhundert begann man verstéirkt, die Bedeutung der Sprache im Erkenntnisprozefl
und insbesondere die Sprache der Philosophie zu untersuchen. Dabei zeigte sich, daf3 viele
jahrhundertelang umstrittene philosophische Probleme rein sprachlogischen Charakter hatten.
Doch auch solche philosophischen Fragen, die nicht mit Hilfe der Logik allein geltst werden
konnen, lassen sich durch eine Verwendung logischer Methoden préziser formulieren und l6sen.
Schliellich fithrte die Entwicklung der Logik selbst in den letzten Jahrzehnten wieder zu einer
engeren Bindung von Logik und Philosophie. Seit den zwanziger Jahren unseres Jahrhunderts,
vor allem aber nach dem zweiten Weltkrieg begann man in der Logik an Problemen zu ar-
beiten, die bisher in traditioneller Weise von der Philosophie untersucht wurden. Wir wollen
hier nur einige solcher Probleme nennen: Die Beziehungen zwischen Normen, Wertungen und
Aussagen werden traditionsgeméfl in der Philosophie, insbesondere in der Ethik, untersucht.
Diese Problematik wurde von Logikern aufgegriffen, und es bildeten sich zwei neue Bereiche der
Logik heraus, ndmlich die Normenlogik oder deontische Logik und die Logik von Wertungen.
Raum, Zeit, Bewegungen, Verédnderungen und Entwicklungen bestimmter empirischer Objekte
werden von verschiedenen Einzelwissenschaften untersucht, aber die Begriffe ,Raum®, | Zeit“,
,2Bewegung®,  Verdnderung®, ,Entwicklung“ etc. wurden zuerst in der Philosophie eingefiihrt,
und die allgemeinen Eigenschaften dieser Begriffe bestimmt man in der Philosophie. Mit all
diesen Termini sind in der Philosophie aber Schwierigkeiten verbunden, es traten Paradoxien
und die verschiedensten Fehldeutungen von Termini auf. Viele dieser Paradoxa und Fehldeu-
tungen haben rein sprachlogischen Charakter, d. h., sie beruhen auf einer Nichtbeachtung der
logischen Technik zur Einfithrung einer korrekten Terminologie. In den letzten Jahren wurde
von Logikern der Versuch unternommen, die genannten und #hnliche Termini logisch korrekt
einzufithren. Aus diesen Untersuchungen entstanden neue Zweige der Logik - die Zeitlogik, die
Logik von Raumtermini, eine Logik der Verdnderung, der Entwicklung usw. Dabei wurden im
einzelnen sehr interessante Ergebnisse erzielt, die von grofler philosophischer Relevanz sind.
Nehmen wir ein letztes Beispiel. In der Erkenntnistheorie spielen solche Termini wie ,,wahr*,
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Halsch®, | olauben® [ wissen®  meinen®,  behaupten® eine grofle Rolle. Die logischen Eigen-
schaften der ersten beiden Termini werden in der logischen Semantik untersucht, die heute ein
weit entwickelter Bereich der modernen Logik ist, wihrend in der epistemischen Logik prézise
Regeln fiir den Gebrauch der iibrigen genannten Termini aufgestellt werden.

In der Logik kniipft man an die jeweilige traditionelle philosophische Problematik an und
withlt sprachliche Aspekte aus, die dann untersucht werden. Die dabei entstehenden neuen
Bereiche der Logik schépfen aber in keinem der genannten Fille die gesamte philosophische
Problematik aus. In der Philosophie werden etwa ganz konkrete Normen und Wertungen auf-
gestellt, es werden inhaltliche Aussagen iiber die objektiven Eigenschaften von Raum und Zeit
behauptet, es werden Aussagen iiber Wissen, Glauben, Meinen usw. formuliert, die nicht rein
logisch begriindet werden ktnnen und die die Kompetenz der Logik iiberschreiten. Die Lo-
gik arbeitet nur Vorschlige fiir Regeln des korrekten Sprachgebrauchs in diesen Bereichen der
Philosophie aus. Doch dabei zeigt sich, daf§ schon der logisch korrekte Aufbau einer philosophi-
schen Terminologie zu interessanten Ergebnissen fithrt. Einige jahrhundertealte Streitpunkte
und Undurchsichtigkeiten lassen sich rein logisch als trivial oder als Scheinprobleme nachweisen,
denn in einer korrekt aufgebauten Terminologie lassen sich einige Behauptungen aus rein termi-
nologischen Griinden als wahr oder falsch nachweisen. Wenn wir nur diesen Aspekt der Sache
betrachten, so scheint N. Goodman recht zu haben, wenn er schreibt: ,,Sich in der Philosophie
um die Aufklérung des Undurchsichtigen zu bemiihen, ist nicht besonders verlockend; denn als
Strafe fiir Miflerfolg droht blol Konfusion, als Lohn des Erfolgs winkt blofl Banalitit. Jede
Losung, ist sie erst einmal gefunden, ist bald langweilig; und es bleibt nur die Bemiihung iibrig,
das ebenso langweilig zu machen, was noch dunkel genug ist, um uns zu fesseln.“ (Goodman
1951, S. XV)

Es ist eine der Hauptaufgaben der Logik in der Philosophie, das Komplizierte und Schwer-
durchschaubare einfach und durchsichtig zu gestalten, Wortmystifikationen als solche zu ent-
larven, die Diktatur der Sprache iiber den menschlichen Verstand zu brechen und die Sprache
zu einem Mittel zur Bewiltigung der menschlichen Probleme zu machen. Doch mit dieser
kritischen oder analytischen Funktion sind die Aufgaben der Logik in der Philosophie nicht
erschopft.

Legt man die strengen Maflstdbe der modernen Logik an die grolen philosophischen Systeme
der Vergangenheit an, etwa an die Systeme von Aristoteles, Kant oder Hegel, so halten diese
Systeme einer Kritik nicht stand. Ihre Termini werden nicht korrekt eingefiihrt und mehrdeutig
verwendet, ihre Behauptungen sind unscharf formuliert, ihre Beweise und Widerlegungen sind
hiufig liickenhaft und angreifbar. Wiirde sich der Logiker mit dieser kritischen analytischen
Tatigkeit zufriedengeben, so hiitte er offenbar seine Aufgabe verfehlt. Er wiirde dann némlich
solche genialen Denker wie Aristoteles, dessen philosophische Auffassungen noch heute in un-
serem Wissenschaftsbetrieb nachwirken, wie Hegel und Kant in einen Topf mit philosophischen
Scharlatanen, Mystikern und Irrationalisten werfen, deren Systeme natiirlich erst recht logisch
anfechtbar sind. Die Logik entwickelt sich wie jede andere Wissenschaft, und viele Stimuli fiir
ihre Entwicklung kommen von den grofien philosophischen Systemen der Vergangenheit. Viele
Gedanken vergangener Philosophen sind gerade deshalb logisch nicht korrekt formuliert, weil die
Ausdrucksmittel der damaligen Logik zu arm waren. Die Logik hat also auch eine synthetische
Funktion, d. h., sie muf} solche logischen Ausdrucksmittel entwerfen, die es gestatten, die richti-
gen, aber teilweise nur erahnten und unscharf formulierten Thesen vergangener philosophischer
Systeme logisch korrekt zu formulieren. Damit leistet sie einen wesentlichen Beitrag zur Erho-
hung des theoretischen Niveaus in der Philosophie selbst, weil es nur unter Verwendung von
logischen Methoden méglich ist, von der Ebene allgemeiner und unverbindlicher Erorterungen
auf die Ebene strenger Beweise und Widerlegungen iiberzugehen.
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Wenn wir hier von einer wachsenden Bedeutung der Logik fiir andere philosophische Dis-
ziplinen und von einer Anwendung ihrer Ergebnisse in anderen Bereichen sprechen, so wollen
wir damit keineswegs den Wunsch &uflern, die Sprachen der Philosophie und der anderen Wis-
senschaften sollten eine solche Form annehmen, daf} einzelwissenschaftliche und philosophische
Artikel und Biicher in Zukunft wie eine Beispielsammlung fiir logische Normative aussehen.
Eine solche idealisierte Logisierung der Wissenschaft und der Philosophie ist eine Utopie, und
noch nicht einmal eine erstrebenswerte. Trotzdem wire es wiinschenswert und niitzlich, wenn
Philosophen und Einzelwissenschaftler die Ergebnisse der Logik zur Kenntnis nehmen und ihre
Arbeitsergebnisse auch mit logischen Mafistiiben messen wiirden. In der Logik selbst gibt es
keine Sitze, die einen Wissenschaftler oder Philosophen zwingen wiirden, ihre Regeln einzu-
halten, und es gab in der Geschichte der Philosophie immer einzelne Philosophen und ganze
philosophische Strémungen, die die Einhaltung logischer Regeln bewufit ablehnten. Einen sol-
chen Philosophen beriihrt natiirlich eine logische Kritik an seinen Auffassungen nicht, er mufl
dann allerdings auch auf den Anspruch auf Wissenschaftlichkeit seiner Philosophie verzichten.

2.7 Logik, Dialektik, dialektische Logik

Zu den Beziehungen von Logik und Dialektik ist sehr viel geschrieben worden, und es werden
die unterschiedlichsten Standpunkte vertreten. Doch zeichnen sich zu dieser Problematik zwei
Richtungen ab, die wir die konstruktive und die destruktive Richtung nennen wollen. Die Vertre-
ter der destruktiven Richtung gehen davon aus, dafl Logik und Dialektik einen unversshnlichen
Gegensatz bilden und einander widersprechen. Die Griinde fiir diese Auffassung sind wieder
sehr unterschiedlich, aber meist liegen sie darin, dafl entweder die Logik oder die Dialektik oder
aber beide philosophischen Lehren falsch verstanden werden. Fafit man etwa die Logik als allge-
meine Ontologie auf und die Dialektik ebenso, so ist auf Grund der unterschiedlichen Aussagen
beider Disziplinen ein Gegensatz unvermeidlich. Unter den Philosophen, die diese Auffassung
vertreten, entscheiden sich dann die einen fiir die Logik (genauer: fiir eine bestimmte Gestalt
der Logik) und werden zu Gegnern der Dialektik, die anderen entscheiden sich fiir die Dia-
lektik und verwerfen die Logik. Eine &hnliche Situation entsteht, wenn man beide Disziplinen
undifferenziert als Denklehren deklariert. Als Beispiele fiir solche einseitigen Entscheidungen
auf Grund falscher philosophischer Voraussetzungen kénnen etwa die Auffassungen von G. W.
F. Hegel und H. Scholz dienen. Die Diskussionen iiber das Verhiltnis von Logik und Dia-
lektik mit destruktiver Tendenz halten wir fiir unfruchtbar. Fafit man die Dialektik hingegen
als ,die Wissenschaft von den allgemeinen Bewegungs- und Entwicklungsgesetzen der Natur,
der Menschengesellschaft und des Denkens® auf - wie viele Dialektiker es tun - und die Logik
als eine Wissenschaft, die Termini, Sitze und logische Operatoren unter bestimmten Aspekten
untersucht, so kann es auf Grund des verschiedenen Gegenstandes dieser beiden Disziplinen
gar keinen Gegensatz zwischen ihnen geben. Das Verhéltnis der Logik zur Dialektik ist ihrem
Verhéltnis zu anderen philosophischen Disziplinen analog. Eine konstruktive Bearbeitung der
Beziehungen von Logik und Dialektik besteht darin, die Methoden und Verfahren der Logik
beim Aufbau einer prizisen Terminologie der Dialektik zu nutzen und die logischen Beziehungen
zwischen den verschiedenen Prinzipien zu ermitteln. In dieser Hinsicht ist noch eine Reihe von
Problemen zu bewiiltigen. Erst durch einen logisch korrekten Aufbau einer Terminologie der
Dialektik und eine prézise Formulierung ihrer Prinzipien wird eine Diskussionsebene erreicht,
die zu verbindlichen Ergebnissen fiihren kann.

Der Terminus ,,dialektische Logik“ wird in unterschiedlichen Bedeutungen verwendet. Er
wurde von Hegel geprigt. Meist verwendet man diesen Terminus zur Bezeichnung der Hegel-
schen Logikauffassung. Er wird auch als Synonym mit dem Terminus ,Dialektik“ verwendet,
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manchmal werden nur bestimmte Bereiche oder Teile der Dialektik als ,dialektische Logik*
bezeichnet. Sehr unterschiedliche Auffassungen zur dialektischen Logik wurden insbesondere in
der sowjetischen Literatur vertreten, die wir hier allerdings nicht referieren und ervrtern kén-
nen. Die meisten dieser Arbeiten verwenden eine unklare Terminologie, und ihre Behauptungen
sind meist unversténdlich oder falsch.

Von einigen Autoren werden Regeln und Gesetze einer dialektischen Logik aufgestellt, die
denen der formalen Logik analog sein sollen. Ein wesentlicher Unterschied dieser Regeln und
Gesetze von den in der formalen Logik aufgestellten Regeln und Gesetzen besteht darin, dafl
es nach diesen Regeln und Gesetzen nicht moglich ist, aus gegebenen (formulierten) Voraus-
setzungen ohne zusétzliche Kenntnisse des betreffenden Sachgebietes bindende und zwingende
Schliisse zu ziehen. Wenn wir im weiteren von Logik sprechen, meinen wir immer die formale
Logik.

2.8 Mathematische Logik

Wir sagten bereits, dafl es keine logischen Regeln gibt, die fiir die eine Wissenschaft richtig und
fiir eine andere unrichtig sind, d. h., die speziell fiir eine einzige Wissenschaft bestimmt sind.
Deshalb gibt es auch keine logischen Regeln speziell fiir die Mathematik. Das Gesagte schliefit
jedoch nicht aus, dafl bestimmte Bereiche der Logik speziell fiir die Erfordernisse irgendeiner
Einzelwissenschaft ausgearbeitet werden kénnen. Die Orientierung der Logik auf diese Wis-
senschaft kann dabei einen wesentlichen Einfluf} auf die Form der logischen Theorie (auf die in
ihr verwendete Terminologie, auf die Form der Definitionen, der Symbolik usw.) haben, ohne
dabei die Universalitét der hier aufgestellten logischen Regeln zu beeintréchtigen. So wurde
die Logik in den letzten einhundert Jahren im wesentlichen fiir die Erfordernisse der Mathema-
tik ausgearbeitet. Mathematische Logik nennt man deshalb auch vor allem die Wissenschaft
der Logik in der Form, wie sie speziell fiir die Interessen der Mathematik ausgearbeitet wur-
de. AuBerdem wird der Ausdruck ,mathematische Logik“ noch in folgenden zwei Bedeutungen
verwendet. Erstens nennt man den Bereich der Mathematik mathematische Logik, in dem ne-
ben den eigentlich logischen Kalkiilen auch andere mathematische Disziplinen, beispielsweise
die Algorithmentheorie, behandelt werden. Zweitens nennt man mathematische Logik ganz all-
gemein den modernen Zustand der Logik, der sich bei der Orientierung auf die Interessen der
Mathematik und unter Verwendung mathematischer Methoden in der Logik herausgebildet hat.
Wenn wir im weiteren von Logik sprechen, so meinen wir immer diesen modernen Zustand der
Logik und lassen das Wort ,mathematisch® weg, da es auf Grund seiner Mehrdeutigkeit nicht
zu einem klaren Versténdnis der Natur logischer Regeln beitriigt. Dies entspricht vollkommen
der Richtung in der modernen Logik, die bestrebt ist, die allgemein wissenschaftliche Bedeu-
tung der Ergebnisse der mathematischen Logik zu zeigen und ihr die Form einer allgemeinen
Logik zu geben, die logische Regeln im oben betrachteten Sinne aufstellt. Dieses Bestreben ist
natiirlich mit einer Kritik bestimmter Sétze der mathematischen Logik und mit einer gewissen
Verénderung des existierenden logischen Apparates verbunden. Diese Fragen betrachten wir
im weiteren im Zusammenhang mit konkreten Bereichen der Logik.

Die mathematische Logik erweiterte in radikaler Weise im Vergleich zu dem vorhergehen-
den Zustand der Wissenschaft der Logik den Umfang der untersuchten logischen Regeln, sie
revolutionierte die Methoden der logischen Forschung, vor allem die Sprache der Logik und
die Verfahren zum Aufbau und zur Untersuchung logischer Theorien, mit deren Hilfe logische
Regeln aufgestellt werden.
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3. Kapitel
Die Sprache der Logik

3.1 Syntaktischer, semantischer und pragmatischer Aspekt der Sprache

In der logischen und methodologischen Literatur unterscheidet man zwischen einem syntak-
tischen, semantischen und pragmatischen Aspekt der Sprache und unterteilt die Semiotik als
allgemeine Theorie sprachlicher Zeichen entsprechend in die Teildisziplinen Syntaktik, Seman-
tik und Pragmatik. In der Syntaktik werden die rein strukturellen oder formalen Beziehungen
zwischen sprachlichen Zeichen untersucht, und man abstrahiert in ihr von der Bedeutung (dem
Sinn) der Zeichen und vom Sprachbenutzer. Manchmal sagt man sogar, in der Syntaktik wiirden
ysinnfreie Zeichen® untersucht (vgl. Klaus/Buhr 1969, S. 1057). In der Semantik werden die
Beziehungen zwischen den sprachlichen Zeichen und ihrer Bedeutung (ihrem Sinn) untersucht,
wihrend man von ihren Beziehungen zu den Sprachbenutzern abstrahiert. In der Pragmatik
werden schliellich die Beziehungen der Zeichen untereinander, zu ihren Bedeutungen und zu
den Sprachbenutzern untersucht.

Bei der Unterscheidung des syntaktischen, semantischen und pragmatischen Aspekts der
Sprache handelt es sich um eine theoretische Unterscheidung, die in der Geschichte der Logik
und der Sprachwissenschaft eine wichtige Rolle gespielt hat und auch noch spielt. Man mufl
sich aber dariiber klar sein, dafl es sich dabei um eine theoretische Vereinfachung bei der Be-
schreibung und Erklirung des faktischen Sprachgebrauchs handelt, die ihre Grenzen hat und
zu einer Reihe von Schwierigkeiten fiithrt, wenn man sie falsch versteht. Diese Unterscheidung
verleitet manchen zu einer verzerrten Vorstellung von der Sprache. Wenn man von dem fak-
tisch gegebenen Sprechen und Schreiben der Menschen ausgeht und diese drei unterschiedlichen
Aspekte herausgliedert und untersucht, besteht keine Gefahr fiir die erwiéihnten Miflverstéind-
nisse. Man erhélt jedoch sofort ein falsches Bild der Sprache, wenn man sie sich aus den drei
gesonderten Komponenten zusammengesetzt vorstellt. Natiirlich besitzt alles Gesprochene und
Geschriebene wie jeder physische Gegenstand eine bestimmte Struktur, und man kann in der
Syntaktik die Struktur von sprachlichen Zeichen untersuchen, ohne die anderen Eigenschaften
dieser sprachlichen Zeichen zu beriicksichtigen und ohne iiberhaupt zu beriicksichtigen, dafl es
sich um sprachliche Zeichen handelt. Doch wenn man anfingt, von ,sinnfreien Zeichen* zu
reden, so wird diese Rede selbst ,sinnfrei“. Ein physischer Gegenstand, der nichts bedeutet
(keinen Sinn hat), ist eben kein Zeichen. Genauso ist es mit dem semantischen Aspekt. Termini
und Aussagen bedeuten natiirlich etwas. Und auf die ernstgemeinte Frage (etwa eines Auslén-
ders) ,,Was bedeutet der Terminus ,Tisch‘?“ kann man mit der Ubersetzung dieses Terminus in
eine andere Sprache antworten, man kann ihm einen Tisch oder ein Bild eines Tisches zeigen
usw. Aber schon die Frage nach der Bedeutung des Terminus , Tisch®“ kann mifiverstanden
werden. Und sie wird miflverstanden, wenn man anféingt, die Bedeutung des Terminus ,, Tisch“
als besonderen Gegenstand zu suchen, ganz gleich, ob man meint, sie in den mit dem Ter-
minus ,, Tisch® bezeichneten Gegenstéinden zu finden (die Unsinnigkeit dieser Auffassung wird
deutlich, wenn man die folgenden beiden Sétze vergleicht: ,Miiller geht spazieren“ und ,Die
Bedeutung des Terminus ,Miiller* geht spazieren®) oder aber in besonderen, idealen (manchmal
sogar objektiv idealen) Gegensténden, die allerdings den Mangel haben, daf} sie bisher noch
niemand wahrgenommen hat. Auch die Gleichsetzung der Bedeutung eines Terminus mit seiner
Verwendung ist nicht richtig. Bei logisch einfachen Termini wird die Frage nach ihrer Bedeutung
dadurch beantwortet, dafl man angibt, welche Gegenstéinde oder Eigenschaften sie bezeichnen
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3. Kapitel — Die Sprache der Logik

bzw. ausdriicken sollen, d.h., man mufl die Zuordnung erkléren, die zwischen dem Terminus
und dem mit ihm Bezeichneten besteht. Darin erschpft sich die Antwort auf die Frage nach der
Bedeutung eines logisch einfachen Terminus. Die Bedeutung von logisch zusammengesetzten
Termini und von Aussagen ergibt sich aus der Bedeutung der in ihnen vorkommenden Termini
und den Eigenschaften der in ihnen vorkommenden logischen Operatoren.

Manchmal wird gesagt, die Logik untersuche nur den syntaktischen und semantischen Aspekt
der Sprache und sehe von ihrem pragmatischen Aspekt ab, oder die logische Syntax untersuche
nur den syntaktischen Aspekt, wihrend sie vom semantischen und pragmatischen abstrahie-
re. Diese Aussagen konnen wieder verschieden verstanden werden. Versteht man die logische
Syntax als Lehre von sogenannten sinnfreien Zeichen und die logische Semantik als Lehre von
sprecherfreien Zeichen, so liegt wieder ein Miflverstéindnis vor. In der Logik werden auf syn-
taktischer Ebene Regeln formuliert, die fiir beliebige Termini und Aussagen gelten. Dabei muf}
aber stets vorausgesetzt werden, dafl Termini und Aussagen fir jemanden etwas bedeuten,
sonst handelt es sich nicht um Termini und Aussagen. Auf semantischer Ebene werden Regeln
formuliert, die fiir beliebige Sprecher, die die Logik akzeptieren, gelten. AuBerdem gilt die
oben aufgestellte Behauptung selbst in diesem Verstéindnis nicht allgemein, da beispielsweise
in der epistemischen Logik verschiedene logische Typen von Sprechern unterschieden werden.
Wie bereits gesagt, hat die Unterscheidung des syntaktischen, semantischen und pragmatischen
Aspekts der Sprache in bestimmten Grenzen ihre Berechtigung, sie darf jedoch nicht falsch ver-
standen und verabsolutiert werden.

3.2 Die Sprache der Logik und wichtige logische Symbole

Fiir die Darstellung von Termini, Aussagen, Wahrheitswerten von Aussagen und logischen
Operatoren werden in der Logik spezielle Symbole verwendet. Sie lassen sich in Symbole fiir
Variablen und Symbole fiir Konstanten einteilen.

Mit Hilfe von Konstanten werden in der Logik bestimmte logische Operatoren und bestimmte
Wahrheitswerte von Aussagen sowie einige bestimmte (logische) Termini dargestellt. Mit Hilfe
des Symbols A stellen wir beispielsweise einen logischen Operator dar, der gewthnlich als ,;und “
gelesen wird, und mit Hilfe des Symbols v den Wahrheitswert ,wahr“. Eine Besonderheit
besteht hier darin, dafl wir, wenn wir das Symbol verwenden, den logischen Operator selbst
und nicht seine Bezeichnung verwenden. Prinzipiell ist eine Situation denkbar, in der die
Menschen in einer gegebenen Sprache oder sogar in allen Sprachen fiir diesen Operator das
Symbol und nur dieses Symbol verwenden, d. h., daf} sie nicht die Woérter ,und®, ,aber* usw.
verwenden, wenn es erforderlich ist, irgend etwas aufzuzéhlen. Die Verwendung des Symbols A
in der Logik hat eine Reihe von Vorziigen vor anderen sprachlichen Ausdriicken, die die gleiche
Rolle spielen: eine Standardisierung der Ausdriicke, Eindeutigkeit, Kiirze, Ubersichtlichkeit
usw. Analog verhiilt es sich mit dem Symbol v. Es spielt die gleiche Rolle wie die Worter
ywahr“ richtig®, hat ihnen gegeniiber aber eben die angegebenen Vorziige.

Mit Hilfe von Variablen werden in der Logik nicht bestimmte Termini, Aussagen, Operatoren
usw. dargestellt, sondern beliebige oder in mehr oder weniger weiten Grenzen variierbare (d. h.,
wenn es gleichgiiltig ist, welche Termini, Aussagen usw. iiberhaupt oder aber einer bestimmten
Gruppe gemeint sind). In der Behauptung ,Wenn A und B Aussagen sind, so ist (A A B) eine
Aussage“ stellen die Buchstaben A und B beliebige Aussagen dar. Hier spielt es keine Rolle,
welche konkrete Form diese Aussagen haben. Es reicht aus, daf sie Aussagen sind. Und in dem
Ausdruck ,,X sei ein beliebiger zweistelliger aussagenbildender logischer Operator* stellt der
Buchstabe X einen beliebigen logischen Operator dar, mit dessen Hilfe man aus zwei gegebenen
Aussagen eine neue bilden kann.
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Variablen lassen sich ebenfalls in zwei Gruppen einteilen. Zur ersten Gruppe gehoren die
Fille, in denen eine Aufzidhlung der Variablen nicht vorher explizit angegeben und durch nichts
beschrénkt ist. Hier wird aus dem Kontext klar, welche logischen Objekte diese Symbole dar-
stellen. Solche Symbole verwendet man nach folgender Regel: Jedes von ihnen bezeichnet fiir
sich genommen ein beliebiges logisches Objekt der gegebenen Art (Aussage, Terminus usw.),
wihrend der Unterschied gemeinsam verwendeter Variablen bedeutet, daf§ diese Objekte sich
unterscheiden kénnen. So ist in der Behauptung ,,Wenn A und B Aussagen sind, so ist (A A B)
eine Aussage“ jeder der Buchstaben A und B fiir sich genommen eine beliebige Aussage, wiih-
rend der Unterschied dieser Buchstaben bedeutet, dal in diesem Paar verschiedene Aussagen
figurieren kénnen (es ist aber auch moglich, dafl A und B gleich sind - das ist ein Spezialfall).

Zur zweiten Gruppe von Variablen gehoren die Félle, in denen ein Verzeichnis dieser Symbole
speziell angegeben wird. Bei der Angabe der Symbole eines bestimmten Bereiches der Logik
trifft man beispielsweise eine solche Feststellung: ,,Die Buchstaben p, ¢, » mit und ohne Indizes
sind Aussagenvariablen.“ Wenn man gewthnlich von Variablen spricht, so meint man Variablen
dieser Gruppe. Auch wir verfahren im weiteren so. Wiéhrend bei der ersten Gruppe der
Wertbereich der Symbole aus dem Kontext der Darstellung klar wird (d.h. klar wird, welche
logischen Objekte sie bezeichnen), sind in der zweiten Gruppe spezielle Verabredungen beziiglich
des Wertbereichs der Variablen erforderlich.

Logische Symbole lassen sich auch in syntaktische (Symbole fiir Termini, Aussagen und
logische Operatoren) und semantische (Symbole fiir Wahrheitswerte) einteilen. Die letzteren
sind im Unterschied zu den logischen Operatoren logische Termini.

Die Symbole der Wahrheitswerte und alle Termini, die in die Logik durch Definitionen mit
Hilfe von Wahrheitswerten eingefiihrt werden, gehéren zu den sogenannten semantischen Ter-
mini. Durch die Definition ,Eine Aussage A nennt man erfillbar genau dann, wenn es eine

Kombination von Wahrheitswerten a,...,a, (n > 1) fiir die in A vorkommenden Aussagen
By,...,B,, gibt, bei der A den Wert v hat“ wird beispielsweise der neue Terminus ,erfiillbar“
eingefithrt. In dem definierenden Teil kommen die semantischen Symbole v, ay,..., o, vor,

so daB dieser Terminus ein semantischer ist. Termini der Logik, in deren Definitionen keine
semantischen Termini vorkommen, gehéren zu den syntaktischen. So wird beispielsweise der
syntaktische Terminus ,aussagenlogische Formel “ wie folgt definiert: , Eine endliche Folge von
Symbolen nennt man eine aussagenlogische Formel in folgenden und nur folgenden Féllen:

1) Alleinstehende Aussagenvariablen sind aussagenlogische Formeln;

2) wenn A und B aussagenlogische Formeln sind, so sind (AA B) und (AV B) aussagenlogische
Formeln;

3) wenn A eine aussagenlogische Formel ist, so ist ~A eine aussagenlogische Formel.

Aus den betrachteten Symbolen werden nach bestimmten Regeln Komplexe von Symbolen
(logische Formeln) gebildet. Ein Beispiel fiir solche Formeln und Regeln zu ihrem Aufbau haben
wir eben angefiihrt. Die Aufgabe der Regeln besteht in einer Angabe derjenigen Kombinationen
von Symbolen, die in diesem oder jenem Bereich der Logik als Formel angesehen werden. Diese
Regeln sind nichts anderes als Regeln zum Aufbau bestimmter Arten von Termini und Aussagen.

Im weiteren verwenden wir u. a. folgende logische Operatoren:

1) A - Konjunktionsoperator (gelesen als ,und“ oder ,jedes von“);

2) V - Adjunktionsoperator (gelesen als joder“, joder/und“ oder als ,mindestens eines
von*“);

3) ~ - Negationsoperator (gelesen als ,nicht“, ,Es ist nicht so, daf} ...“);

4) — - Konditionalitéitsoperator (,wenn ..., o ...“);

5) V - Generalisator, Alloperator, Allquantor (,alle®);
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6) 3 - Partikulisator, Einsoperator, Einsquantor (,einige®, ,mindestens ein*);

7) | - terminibilbender Operator, der in Abhéingigkeit vom Typ der Termini gelesen wird
als ,welcher (welche)“, ,derart, daB ...“, ,die Tatsache, dafl ...“ u. a.;

8) <« - Pridikationsoperator des Zusprechens, mit dessen Hilfe aus Termini Aussagen ge-
bildet werden (gelesen als ,ist“, ,hat“ usw.);

9) <« - Pridikationsoperator des Absprechens, mit dessen Hilfe aus Termini Aussagen ge-
bildet werden (gelesen als ,jist nicht®,  hat nicht“ usw.).

Einige der angefiihrten Operatoren werden sowohl als aussagenbildende wie auch als termini-
bildende Operatoren verwendet, wobei ihre unterschiedliche Funktion jeweils aus dem Kontext
deutlich wird.

3.3 Einfache und zusammengesetzte Aussagen und Termini

Es lassen sich einfache und zusammengesetzte Aussagen unterscheiden. Unter einfachen Aus-
sagen verstehen wir solche, die keine anderen Aussagen als Bestandteile enthalten, wihrend
zusammengesetzte Aussagen mit Hilfe von logischen Operatoren aus anderen Aussagen gebil-
det werden.

Einfache Aussagen bestehen aus (logischen) Subjekten, Priadikaten und einem Pridikations-
operator. Unter den logischen Subjekten einer einfachen Aussage versteht man die Termini, die
das bezeichnen sollen, woriiber in der Aussage gesprochen wird, wihrend die logischen Prddi-
kate die Termini sind, die das ausdriicken, was iiber die Subjekte ausgesagt wird. Beispiele fiir

einfache Aussagen sind: ,Fin Elektron ist negativ geladen®, ,Sokrates lduft®, ,Anton liebt
Gerda nicht“, ,Berlin liegt zwischen Rostock und Leipzig“. Die logischen Subjekte sind in
diesen Aussagen entsprechend: ,Ein Elektron®“, ,Sokrates®, ,Anton* und ,Gerda“, ,Berlin®,
»Rostock“ und ,Leipzig“. Als Symbole fiir logische Subjekte verwenden wir die Buchstaben

S, 81, S2... Die logischen Prédikate sind entsprechend die Termini ,negativ geladen®, ,lduft®,
Hliebt“  liegt zwischen“. Fiir Priadikate verwenden wir die Symbole P, @), P, P»... Man
unterscheidet Pridikate in ein-, zwei- und allgemein n-stellige Pridikate, je nachdem, mit wie-
viel Subjekttermini sie zu Aussagen verkniipft werden. So haben wir in unseren ersten beiden
Beispielsitzen einstellige Pridikate, im dritten ein zweistelliges und im vierten ein dreistelliges
Pradikat. Im weiteren moge s fiir eine beliebige Gruppe von Subjekttermini sy, ..., s, mit
n > 1 und P fiir ein entsprechend n-stelliges Prédikat stehen.

Die Prédikationsoperatoren werden in der Umgangssprache auf die verschiedenste Weise
ausgedriickt, durch die Worte ,jist“ und ,jist nicht“, durch ,hat“ und ,hat nicht“, durch einfaches
Aneinanderreihen von Subjekt und Pridikat bzw. Aneinanderreihen von Subjekt, Pridikat
und ein Hinzufiigen des Wortes ,nicht“. Wir verwenden fiir das Zusprechen eines Pridikates
zu einem Subjekt das Symbol < und fiir das Absprechen das Symbol <.

Wenn wir fiir ein gegebenes Subjekt s feststellen konnen, dafl es die Eigenschaft P besitzt,
so kénnen wir die Aussage bilden s besitzt die Eigenschaft P* (symbolisch: s «— P). Damit
sind aber noch nicht alle Moglichkeiten erschopft, obwohl man sich in der klassischen und
intuitionistischen Logik auf sie beschrinkt. Es ist nédmlich noch der Fall moglich, dal weder
s < P noch s «+ P gilt, d.h. ~(s < P) A ~(s + P). Dies wird durch eine Aussage der Form
?(s «— P) abgekiirzt (? ist das Unbestimmtheitszeichen).

Zusammenfassend konnen wir einfache Aussagen auf folgende Weise definieren:
D1.

1) Wenn P ein einstelliges Préidikat und s ein Subjekt ist, so sind (s < P) und (s < P)
einfache Aussagen;
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2) wenn P ein n-stelliges Prédikat ist und si,...,s, (n > 2) Subjekte sind, so sind ((s, ...
.oy 8p) «— P)und ((s1,...,8,) < P) einfache Aussagen;

3) eine einfache Aussage liegt nur vor, wenn es auf Grund der Punkte 1 und 2 der Fall ist.
Aus einfachen Aussagen lassen sich mit Hilfe von logischen Operatoren zusammengesetzte Aus-
sagen bilden. Wir geben eine induktive Definition der wichtigsten von uns betrachteten Aus-
sagen an.

D2.

1) Einfache Aussagen sind Aussagen;

2) wenn A eine Aussage ist, so ist ~A eine Aussage;

3) wenn A und B Aussagen sind, so sind (A A B) und (A V B) Aussagen;

4) wenn A und B Aussagen sind, so ist (A — B) eine Aussage;

5) wenn A eine Aussage und y ein Terminus ist, so sind (Vy)A und (Jy) A Aussagen;

6) etwas ist eine Aussage nur auf Grund der Punkte 1-5 und in den Féllen, wo wir vereinbaren,
einen bestimmten sprachlichen Ausdruck als Aussage anzusehen, der der Bedeutung nach
mit einem der in den Punkten 1-5 angegebenen Ausdriicke identisch ist.

Der Punkt 6 ist hier nicht so zu verstehen, als ob keinerlei andere Strukturen von Termini und
Aussagen moglich sind. Er bedeutet blo83; dafl wir hier nur die in den Punkten 1-5 angegebenen
Formen von Aussagen und die mit ihrer Hilfe definierbaren betrachten. Beispielsweise sehen
wir den Ausdruck (A D B) als Aussage an, wenn wir vereinbaren, ihn als mit der Aussage
(~AV B) der Bedeutung nach identisch anzusehen. Dies heifit hier folgendes: Die Aussage
(A D B) besagt dasselbe wie die Aussage (~A V B).

Beispiele fiir einfache Aussagen haben wir bereits angegeben. Umgangssprachliche Beispiele
fiir Aussagen der in den Punkten 2-5 angegebenen Struktur formulieren wir etwas ungewhnlich
in einer Form, die den dort angefiihrten Symbolen nahekommt:

2) ,Es ist nicht so, dafl ein Elektron positiv geladen ist.“
3) ,Berlin ist eine Grofistadt, und Berlin liegt an der Spree.
,Heute abend gehen wir ins Kino, oder wir gehen ins Theater. “
4) ,Wenn es regnet, so wird die Strafle naf. “
5) ,Alle Metalle sind derart, dafl Metalle den Strom leiten. *
»Einige Studenten sind derart, dafl Studenten durch die Priifung fallen.*

Einfache Termini nennen wir solche Termini, die sich nicht in Termini, Aussagen und logische
Operatoren zergliedern lassen. Sie sind in gewisser Weise logische Atome, aus denen sich
das gesamte menschliche Wissen aufbaut. Vorausgesetzt, die einfachen Termini sind gegeben,
treffen wir folgende Definition eines Terminus:

D3.

1) Einfache Termini sind Termini;

2) wenn a ein Terminus ist, so ist ~a ein Terminus;

3) wenn a und b beide Subjekttermini oder beide Prédikattermini sind, so sind (a A b) und
(a Vv b) Termini;

4) wenn a ein Terminus und A eine Aussage ist, so ist a | A ein Terminus;

5) wenn A eine Aussage ist, so ist | A ein Terminus;

6) ein Terminus liegt nur vor, wenn es auf Grund der Punkte 1-5 der Fall ist, oder wenn
vereinbart wurde, einen sprachlichen Ausdruck als Terminus anzusehen, der einem nach
den Punkten 1-5 gebildeten Terminus bedeutungsgleich ist.
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Punkt 6 bedeutet wiederum nicht, da nicht noch Termini anderer Struktur mdoglich sind;
er besagt nur, daf§ wir uns hier auf eine Betrachtung von Termini der angegebenen Struktur
beschrénken. Wir geben Beispiele fiir die in den Punkten 2-5 definierten Termini an:

2) ,Nichtschwimmer“;

3) ,Musiker und Maler“,  Partei- oder Gewerkschaftsmitglied;

4) ,ein Elementarteilchen derart, dafl das Teilchen positiv geladen ist*;
5) ,die Tatsache, daB sich die Erde um die Sonne dreht*.

Die Frage, wie man feststellt, ob ein Terminus einfach ist oder nicht, wird nicht von der Logik be-
antwortet und hat auflerlogischen Charakter. Wir setzen die Féhigkeit zu dieser Unterscheidung
voraus, ebenso wie wir voraussetzen, zwischen Subjekt- und Prédikattermini unterscheiden zu
konnen.

Die in einem Terminus oder einer Aussage vorkommenden einfachen Termini und einfachen
Aussagen sind die Bedeutungseinheiten des gegebenen Terminus bzw. der gegebenen Aussage.
Die Bedeutungseinheiten der Aussage ,,Kupfer ist ein Metall“ sind beispielsweise die einfachen
Termini ,,Kupfer“ und ,Metall“; die Bedeutungseinheiten der Aussage ,,Kupfer ist ein Metall,
wéihrend Porzellan kein Metall ist“ sind die einfachen Termini ,,Kupfer®, ,Metall“ und ,,Por-
zellan* sowie die einfachen Aussagen ,Kupfer ist ein Metall* und ,Porzellan ist kein Metall“
(das Wort ,,wiihrend“ ist ein logischer Operator). Weitere Symbole und mit ihnen verkniipfte
Definitionen von Termini, Aussagen und Operatoren geben wir spéter an.

3.4 Logische Kalkiile

Einen wesentlichen Beitrag zur Weiterentwicklung der Wissenschaft der Logik leistete die ma-
thematische Logik durch die Ausarbeitung logischer Kalkiile. Logische Kalkiile sind bequeme
und duBerst effektive Hilfsmittel zur Aufstellung logischer Regeln. Da im ganzen folgenden
Text logische Kalkiile dargestellt und ihre Eigenschaften untersucht werden, beschrinken wir
uns hier auf einige kurze vorbereitende Bemerkungen.

In der Logik werden logische Kalkiile folgender Form verwendet:

1) Semantische Kalkiile. Sie sind Gesamtheiten von Definitionen logischer Operatoren, in
denen semantische Termini (Termini der Wahrheitswerte) benutzt werden, manchmal nennt
man solche Kalkiile logische Algebren.

Syntaktische Kalkile. Sie sind Gesamtheiten von akzeptierten syntaktischen Symbol-
kombinationen und von Regeln, nach denen man aus diesen neue Symbolkombinationen
erhilt; meist handelt es sich hier um axiomatische Systeme. Manchmal werden nur die
syntaktischen als logische Kalkiile bezeichnet.

3) Gemischte Kalkiile sind Kalkiile, die teilweise semantisch und teilweise syntaktisch aufge-

baut sind.

[\
~

Logische Kalkiile werden entweder in logischer Terminologie aufgebaut oder mit Hilfe ungedeu-
teter Symbole. Im ersten Falle stehen die Symbole fiir Termini, Aussagen, logische Operatoren
und Wahrheitswerte. Die logischen Kalkiile sind hier Theorien, die die Eigenschaften von Ter-
mini und Aussagen der entsprechenden Art definieren. Im zweiten Fall wird den Symbolen,
mit deren Hilfe der Kalkiil aufgebaut wird, keinerlei Bedeutung zugeschrieben. Wird dabei
ein Wertbereich der Variablen angegeben, so ist das wiederum eine Menge von Symbolen, die
ungedeutet sind. Die logischen Kalkiile sind dabei formale Systeme. Diese sind keine logi-
schen Theorien, sie sind auch keine Theorien irgendeiner anderen Wissenschaft. Um aus ihnen
Theorien zu erhalten, mufl man sie interpretieren, d. h., man mufl den in ihnen vorkommenden
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Symbolen mit Hilfe von Termini dieser oder jener Wissenschaft eine Bedeutung zuschreiben.
Geschieht dies mit Hilfe einer logischen Terminologie, so erhélt man aus formalen Systemen lo-
gische Theorien. Geschieht dies hingegen mit Hilfe einer auflerlogischen Terminologie, so haben
wir es mit einer auflerlogischen Interpretation formaler Systeme zu tun. Zum Beispiel sind In-
terpretationen formaler Systeme der Aussagenlogik in der Terminologie der Schaltalgebra und
der Theorie der Nervennetze bekannt.

Die Vielfalt logischer Kalkiile in der modernen Logik und ihre Unterschiedlichkeit wird
manchmal als ein Argument fiir die These von der Nichtuniversalitéit logischer Gesetze benutzt.
Dieses Argument ist aber nicht stichhaltig. Wir lassen hier die unterschiedlichen Standpunkte,
Fiahigkeiten und Interessen der Logiker, die Unterschiede bei der Interpretation logischer Kal-
kiile, den Unterschied der Richtungen in der Logik, den historischen Fortschritt und &hnliche
allgemein bekannte Dinge aufler acht. Wir betrachten nur folgenden fiir uns interessanten Fall:
Es existieren zwei logische Kalkiile; sie werden beide als logische Theorien interpretiert, die
den Anspruch erheben, die Eigenschaften der gleichen logischen Zeichen zu beschreiben; die
Mengen der in ihnen beweisbaren Formeln (und folglich auch die Mengen der in ihnen zugelas-
senen logischen Regeln) fallen jedoch nicht zusammen. Aus einer solchen Situation gibt es nur
eine richtige Schlufolgerung: Diese Systeme definieren verschiedene Komplexe von logischen
Operatoren; sie unterscheiden sich zumindest durch einen logischen Operator.

Ein Beispiel fiir derartige logische Systeme sind der klassische und der intuitionistische Aus-
sagenkalkiil. Sie erheben beide den Anspruch, die Eigenschaften der Operatoren ,,und“, ,oder“
und ,nicht“ zu definieren. In ihnen werden jedoch faktisch verschiedene Negationen definiert.
Fiir die intuitionistische Negation gilt nicht alles, was fiir die klassische Negation gilt (sie ist
enger als die klassische). Es ist falsch anzunehmen, es gibe eine naturgegebene Negation,
die man mit verschiedenem Genauigkeitsgrad und unterschiedlicher Vollstéindigkeit erkennen
konnte, &hnlich, wie man die Atome, die Gesellschaft, die Lebewesen usw. erkennt, und deren
Eigenschaften die ,Intuitionisten“ besser erfafit hétten als die ,Klassiker“ (oder umgekehrt).
Ein Fortschritt liegt hier vor. Er besteht jedoch darin, daf fiir einige Erfordernisse der Erkennt-
nis die Negation differenziert wurde und man fiir ihre verschiedenen Formen logische Systeme
konstruierte, die ihre Eigenschaften definieren.

Der Unterschied logischer Systeme zeugt (falls es sich nicht blof um Variationen des glei-
chen Systems handelt) von einer Erweiterung und Bereicherung des Apparates der Logik, vom
Auftreten neuer logischer Mittel (insbesondere durch Differenzierung und Einschréinkung der
schon vorhandenen). Es ld8t sich jedoch keineswegs daraus folgern, dafi die gleichen Gesetze
der Logik in einem Bereich der Wissenschaft richtig sind und in einem anderen nicht.

Eine wesentliche Rolle spielt in der logischen Forschung die intuitive Auffassung der Eigen-
schaften logischer Operatoren und der sie enthaltenden Aussage- und Terministrukturen. Wenn
man von Intuition spricht, so meint man damit gewohnlich eine verworrene, unklare und unbe-
stimmte Vorstellung von irgendwelchen Gegensténden. Diese Art der Intuition spielt natiirlich
auch in der Logik, wie in jeder wissenschaftlichen Forschung, eine gewisse Rolle. Hier meinen
wir mit Intuition aber etwas anderes. Wir versuchen, es an einem Beispiel zu erkléren:

Angenommen, es sei erforderlich, die Eigenschaften der Operatoren V, A und ~ mit Hilfe
eines logischen Kalkiils zu definieren. Diesen Kalkiil kann man nicht vollsténdig willkiirlich aus-
wihlen. Die Auswahl hingt vom Verstéindnis dieser Operatoren ab, das vor dem Aufbau oder
der Auswahl des Kalkiils, zumindest unabhéngig von ihm, vorhanden ist. Diese Auffassung
von den Operatoren 148t sich streng formulieren etwa durch Behauptungen wie: Aus A A B ist
sowohl B A A als auch A als auch B ableitbar; aus A A (B A C) ist (A A B) A C ableitbar und
umgekehrt; aus A ist AV B ableitbar; aus B ist AV B ableitbar; aus AV B ist B V A ableitbar
usw. Auf diese Weise lifit sich eine ziemlich vollstéindige Aufzihlung von Behauptungen an-
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geben. Sie bildet die intuitive Auffassung der Operatoren A, V und ~ beziiglich des logischen
Kalkiils, der fiir die Definition der Eigenschaften dieser Operatoren aufgebaut oder aus den
vorhandenen Kalkiilen ausgewiihlt wird. Die intuitive Auffassung dieses oder jenes logischen
Objekts ist also etwas Relatives. Sie ist eine Aufzéhlung von Behauptungen iiber diese Objekte.
Diese Behauptungen werden dabei unabhéngig von dem logischen Kalkiil, der die Eigenschaften
der gleichen logischen Objekte definieren soll, akzeptiert und mit diesem Kalkiil verglichen.

Logische Kalkiile, die die Eigenschaften gegebener logischer Objekte definieren, entspre-
chen nicht immer vollstéindig der intuitiven Auffassung dieser Objekte. In diesem Falle spricht
man von Paradoxien in den betreffenden Kalkiilen. Die Beziehungen zwischen Intuition und
logischen Kalkiilen und die Paradoxienproblematik betrachten wir spéter anhand konkreter
Beispiele. Doch aus dem bereits hierzu Gesagten wird schon deutlich, dafl sich die Logik nicht
auf Kalkiile reduzieren 1&8t.

Wiederholungsfragen:

1. Geben Sie Beispiele fiir Aussagen, Termini und logische Operatoren an!

Geben Sie Beispiele fiir einfache und zusammengesetzte Aussagen und Termini an!

3. Warum ist die hdufig anzutreffende Definition einer Aussage als einem sprachlichen Gebilde,
das die Eigenschaft hat, wahr oder falsch zu sein, unkorrekt?

4. Warum ist die hiufig anzutreffende Definition einer Aussage als einem sprachlichen Gebilde,

das einen Sachverhalt widerspiegelt, unkorrekt?

Welche Abstraktionen werden bei logischen Untersuchungen der Sprache vorgenommen?

Erldutern Sie den logischen Aspekt der Sprache!

Bestimmen Sie den Gegenstand logischer Untersuchungen!

Geben Sie Beispiele fiir logische Regeln an!

Erldutern Sie das Verhéltnis von Beobachtung, Beschreibung und Erfindung bei logischen

Untersuchungen!

10. Warum ist die Bestimmung der Logik als Wissenschaft von den allgemeinen Gesetzen des
richtigen Denkens unkorrekt?

11. Widerlegen Sie die ontologische Auffassung logischer Gesetze!

12. Warum haben logische Regeln und Gesetze universalen Charakter?

13. Wodurch unterscheidet sich die Auffassung von der Universalitdt logischer Regeln vom
Panlogismus?

14. Welche Bedeutung hat die Logik fiir andere philosophische Disziplinen?

15. Erliutern Sie den syntaktischen, semantischen und pragmatischen Aspekt der Sprache!

16. Charakterisieren Sie die Sprache der Logik!

17. Was versteht man unter einem logischen Kalkiil?

b
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4. Kapitel

Wahrheitsfunktionaler Aufbau der klassischen
zweiwertigen Aussagenlogik (zweiwertige
Aussagenalgebra)

4.1 Verschiedene Methoden beim Aufbau der Aussagenlogik

Den Bereich der Logik, in dem die Eigenschaften von Aussagen mit den logischen Operato-
ren ,nicht“, ,und“ ,oder“ ,weder ... noch ...“ und anderen mit ihrer Hilfe definierbaren
Operatoren sowie die Eigenschaften dieser Operatoren selbst untersucht werden, nennt man
Aussagenlogik. In der Aussagenlogik werden einfache Aussagen als gegeben angesehen, d. h.,
ihre innere logische Struktur wird nicht beriicksichtigt. Es werden nur die logischen Eigenschaf-
ten von Aussagen untersucht, die sich aus der Verkniipfung einfacher Aussagen mit Hilfe der
genannten logischen Operatoren ergeben.

Die Aussagenlogik kann auf verschiedene Weise aufgebaut werden. Wir behandeln zunéchst
den semantischen oder wahrheitsfunktionalen Aufbau, danach geben wir ein System des natiir-
lichen Schlieflens und einen axiomatischen Aufbau der Aussagenlogik an. Wichtigstes logisches
Ziel der Aussagenlogik ist es, ein adéquates System von Schlufiregeln (von Regeln der logischen
Folgebeziehung) fiir Aussagen des hier betrachteten Typs zu bekommen. Wir stellen zuniichst
den wahrheitsfunktionalen Aufbau der Aussagenlogik dar und erliutern erst im Anschlufl dar-
an, wie er fiir die Gewinnung eines solchen Systems von Schlufiregeln genutzt werden kann.
Der wahrheitsfunktionale Aufbau der Aussagenlogik hat némlich eigenstéindige wissenschaftli-
che Bedeutung und ist in gewisser Hinsicht nicht abhéingig von dem Ziel, ihn in der Logik zu
verwenden. Er kann auch in ganz anderen Bereichen der Wissenschaft (Schaltalgebra, Theorie
der Neuronennetze) genutzt werden.

Wahrheitsfunktionale (semantische) Aufbauten der Aussagenlogik nennen wir Aussagenalge-
bren. Mit dem Terminus , Aussagenalgebra* bezeichnen wir nicht nur einzelne Systeme dieses
Typs, sondern auch den ganzen Bereich der Aussagenlogik, in dem mogliche Systeme dieser
Art, ihre Eigenschaften und Beziehungen untersucht werden. Je nach der Anzahl der zuge-
lassenen Wahrheitswerte unterscheidet man zwischen zwei-, drei- und allgemein n-wertigen
Aussagenalgebren. Wir behandeln hier nur die zweiwertige Aussagenalgebra mit den beiden
Wahrheitswerten ,wahr“ und ,falsch® (,,unwahr®).

4.2 Die Sprache der Aussagenalgebra

Beim Aufbau der Aussagenalgebra werden vor allem folgende Arten von Symbolen (Grundzei-
chen) verwendet:

1) Aussagenvariablen; da wir in diesem Bereich der Logik keine anderen Variablen verwenden,
sprechen wir der Kiirze halber einfach von Variablen;

2) logische Operatoren (oder logische Konstanten oder logische Junktoren); die im vorliegenden
Bereich der Logik verwendeten Operatoren nennen wir aussagenlogische Operatoren
(Konstanten, Junktoren);

3) Wahrheitswerte; da wir hier nicht von anderen Werten sprechen, verwenden wir der Kiirze

35



4. Kapitel  Zweiwertige Aussagenalgebra

halber einfach das Wort ,,Wert “;
4) Hilfszeichen (Klammern, Kommata).

Die beim Aufbau eines Kalkiils verwendeten Symbole nennt man das Alphabet dieses Kalkiils.

Als Variablen verwenden wir die Buchstaben p, ¢, » mit und ohne Indizes. Als Indizes
benutzen wir die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3 ... Die Zahl der Variablen ist unendlich. Unter der
alphabetischen Ordnung der Variablen verstehen wir folgendes:

1) Die alphabetische Ordnung der Variablen p, ¢,  ist die Ordnung, in der sie hier angegeben
sind;

2) A sei eine beliebige der Variablen p, g, r; A; geht in der alphabetischen Ordnung A, voran
genau dann, wenn i < k (i =1,2,3...; k=1,2,3...);

3) A und B seien ein beliebiges Paar der Variablen p, ¢, r; A geht in der alphabetischen
Ordnung B; voran, wobei i =1,2,3.. ;

4) A und B seien ein beliebiges Paar der Variablen p, ¢, r, in dem A in der alphabetischen
Ordnung vorangeht; in diesem Falle geht A; in der alphabetischen Ordnung B; voran
(¢t = 1,2,3...); und wenn i < k, so geht B; in der alphabetischen Ordnung Aj; voran
(k=1,2,3,...).
Beispielsweise gehen ps der Variablen pis, ps der Variablen 75, r der Variablen ps und g3
der Variablen ps in der alphabetischen Ordnung voran.

Wir verwenden folgende aussagenlogischen Operatoren:

~ - Negation;

A - Konjunktion;

V - Adjunktion;

D - Subjunktion;

= - Bisubjunktion;

| - Negatadjunktion (oder Konjunktionsnegat);
T - Negatkonjunktion (oder Adjunktionsnegat).

~ O O = Q0 b —

)
)
)
)
)
)
)

Weitere aussagenlogische Operatoren und ihre Anzahl betrachten wir spéter. Als Wahrheits-
werte verwenden wir:

1) v - wahr;

2) f - falsch (unwahr).

Aus Aussagenvariablen und Operatoren werden nach bestimmten Regeln aussagenlogische For-
meln gebildet. Es sei hervorgehoben, dafl nicht jede aus diesen Symbolen gebildete Zeichen-
kombination eine aussagenlogische Formel ergibt, sondern nur die Kombinationen, die nach
den in der gegebenen Aussagenalgebra akzeptierten Regeln gebildet sind. Die Angabe dieser
Regeln ist gleichzeitig eine Definition des Ausdrucks ,aussagenlogische Formel“. Bei der fol-
genden Definition handelt es sich um eine induktive Definition. Im ersten Punkt der Definition
wird festgelegt, welche einfachen Gebilde aussagenlogische Formeln sind, wihrend die folgen-
den Punkte bestimmen, welche zusammengesetzten Zeichenreihen als aussagenlogische Formeln
anzusehen sind. Der letzte Punkt besagt, dal keine aufler den in den vorhergehenden Punkten
genannten Zeichenreihen aussagenlogische Formeln sind.

D1. Aussagenlogische Formel:

1. Alleinstehende Aussagenvariablen sind aussagenlogische Formeln;
2. wenn A eine aussagenlogische Formel ist, so ist ~A eine aussagenlogische Formel;
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3. wenn A und B aussagenlogische Formeln sind, so sind (AAB), (AVB), (A D B), (A = B),
(A | B) und (A 1 B) aussagenlogische Formeln;
4. eine aussagenlogische Formel liegt nur vor, wenn es auf Grund der Punkte 1-3 der Fall ist.

Die Formeln ~A, (AA B), (AV B), (A D B), (A = B), (A| B) und (A { B) bezeichnen
wir entsprechend den vorkommenden Operatoren als eine Negation, Konjunktion, Adjunktion,
Subjunktion usw.

Wir werden spiter sehen, daBl man beim Aufbau der Aussagenalgebra mit weniger als den
oben angegebenen sieben Operatoren auskommt. Beispielsweise kann man die zweiwertige Aus-
sagenalgebra nur mit den Operatoren ~, A und V aufbauen. Dann nimmt die Formeldefinition
folgende Form an: Die Punkte 1, 2 und 4 lauten wie in DI, und der Punkt 3 von D1 wird
ersetzt durch:

3) wenn A und B aussagenlogische Formeln sind, so sind (AA B) und (AV B) aussagenlogische
Formeln.

Da wir in diesem Bereich der Logik nur aussagenlogische Formeln verwenden, lassen wir das
Wort ,,aussagenlogisch“ weg und sprechen einfach von Formeln. Die Formeldefinition dient
als Handlungsanweisung, nach der man aus einfachen Formeln kompliziertere aufbauen kann.
Nach Punkt 1 von DI wissen wir, daf} p, q, r, p1, q1, 1 Formeln sind. Setzen wir die ersten
drei Formeln fiir A in Punkt 2 ein, so erhalten wir, dafy entsprechend ~p, ~¢q, ~r Formeln sind.
Nach Punkt 3 erhalten wir dann, daf} beispielsweise (p A ~q), (p1 D ~p), (r = ¢1) und (~r{ry)
Formeln sind. Durch nochmalige Anwendung von Punkt 3 sind dann auch ((pA~q)V(p1 D ~p))
und ((r = ¢1) | (~r tr1)) Formeln. Nach der Formeldefinition kénnen wir also beliebig lange
Formeln aufbauen und von einer beliebigen vorgegebenen Zeichenreihe entscheiden, ob es sich
bei ihr um eine aussagenlogische Formel handelt oder nicht. So sind die Zeichenreihen (p V g,
(p | s), ~(pVqA, ~ D p nach der Definition keine Formeln, wéhrend die Zeichenreihen
((pAg) A~r), ps, (~(p|q) A (pV ~r)) aussagenlogische Formeln sind.

D2. Wir sagen, dafl eine Formel in einer anderen vorkommt (oder ein Vorkommen in
einer anderen hat) genau dann, wenn sie ein graphischer Teil der anderen ist.

So kommt beispielsweise die Formel (p V q) in der Formel ((p V ¢) A7) vor, und die Formeln
p und ¢ kommen in beiden Formeln vor. Wir weisen schon hier darauf hin, dafl es nicht in
allen Bereichen der Logik moglich ist, ein Vorkommen einer Formel in einer anderen als deren
graphischen Teil zu definieren. In bestimmten Bereichen der Logik (z. B. in der modalen Logik
oder in der epistemischen Logik) ist es erforderlich, zwischen einem Vorkommen als Terminus
bzw. Aussage und einem Vorkommen als bloflem graphischen Teil zu unterscheiden. Deshalb
muf} in jedem Bereich der Logik gesondert definiert werden, was unter einem Vorkommen
einer Formel in einer anderen zu verstehen ist. Die Definition D2 gilt fiir die Aussagenlogik.
Wir verwenden gleichfalls den Ausdruck . Teilformel®“ im folgenden Sinne. Eine Formel ist
eine Teilformel einer anderen genau dann, wenn sie in dieser anderen Formel vorkommt. Wir
vereinbaren weiter, dafl eine Formel in sich selbst vorkommt (eine Teilformel von sich selbst
ist). Von einer echten Teilformel einer Formel A sprechen wir, wenn diese eine Teilformel von
A und zugleich von A verschieden ist.

Nicht jeder graphische Teil einer Formel ist eine Teilformel von ihr. So ist der Ausdruck
(p Vv ein graphischer Teil von der Formel (pV q), er ist aber keine Teilformel von ihr, da dieser
Ausdruck definitionsgeméf keine Formel ist.

Neben den oben angegebenen Symbolen, die die Grundlage der Sprache der Aussagenalge-
bra bilden, verwenden wir noch Symbole zur Bezeichnung beliebiger Formeln und Werte. Diese
Symbole geben wir vorweg nicht durch ein Verzeichnis an. Sie werden in dem Mafle heran-
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gezogen, wie es notwendig ist, und ihr Sinn wird aus dem Kontext klar. Beispielsweise kann
folgender Text in der Darstellung vorkommen: ,,Angenommen, die Formel A habe den Wert «,
withrend die Formel B einen anderen Wert hat. “ In diesem Satz stehen die Buchstaben A und B
offensichtlich fiir Formeln und « fiir einen Wahrheitswert. Die Art der Formeln ist dabei gleich-
giiltig, und es spielt auch keine Rolle, welchen Wahrheitswert « darstellt. Der Vorteil solcher
Symbole besteht darin, daf} sie es ermoglichen, tiber eine ganze Klasse von Formeln oder sogar
itber beliebige Formeln zu reden. Solche Symbole nennt man manchmal auch Metasymbole
(Metavariablen).

Die Aussagenalgebra ist eine Gesamtheit von Behauptungen iiber Werte von Formeln und
itber die Beziehungen von Formeln unter dem Gesichtspunkt ihrer Werte. Solche Behauptungen
sind etwa: ,Die Formel (p V ~p) kann nicht den Wert f annehmen®, ,Der Formel p kann man
einen der Werte v oder f zuschreiben“, ,Die Formeln (pV¢) und (¢Vp) haben stets den gleichen
Wert “ usw. Um die Schreibweise solcher Behauptungen kiirzer und iibersichtlicher zu gestalten,
verwenden wir folgende Abkiirzungen:

1) A =i - fiir Ausdriicke der Form , A hat den Wert i“ (oder ,,A wird der Wert i zugeschrie-
ben“);
2) A= B - fiir ,A hat den gleichen Wert wie B*.

Diese Symbole gehoren nicht zum Alphabet der Aussagenalgebra. Sie sind vielmehr Mittel
unserer Umgangssprache, ohne die wir in der Logik (wie auch in jeder anderen Wissenschaft)
nicht auskommen.

Dariiber hinaus verwenden wir noch andere Hilfsmittel. Einerseits benutzen wir Abkiir-
zungen fiir komplizierte Formeln, andererseits lassen wir zur Vereinfachung der Schreibweise
bestimmte Symbole einfach weg. Insbesondere dienen der Ausdruck (A D B) als Abkiirzung
fir (~AV B) und der Ausdruck (A C B) als Abkiirzung fiir (A V ~B). Wenn dabei ein Aus-
druck A als Abkiirzung fiir eine Formel B benutzt wird, so ist A ebenfalls eine Formel. A ist
hier nur eine besondere Schreibweise der Formel B.

Um die Zahl der Symbole in Formeln zu verringern und diese iibersichtlicher zu gestalten,
treffen wir folgende Vereinbarungen iiber Klammereinsparungen:

1) Die beiden Aulenklammern knnen in Formeln weggelassen werden.

2) Die Bindungsstérke der Operatoren nimmt in folgender Reihenfolge ab: ~, |, f, A, V, D,
=; so sind etwa die Ausdriicke p | gTr Ap, pAqgVr Ap, pAgVr=pVqAr entsprechend
Abkiirzungen fiir die Formeln (((p | q) T 7) A p), (pAq V(r Ap)), (pAq) Vr) =
=(pV(gAT))).

3) Wenn nacheinander zwei oder mehr gleiche Operatoren stehen, so werden die Klammern
durch Gruppierungen von links nach rechts gesetzt; so ist z. B. p AgAr Ap; eine abgekiirzte
Schreibweise der Formel (((p A q) A7) Apy), und der Ausdruck p1 Apa Aps D1 Vg Vg =
=ry ATy V r3 Vry ist eine Abkiirzung der Formel ((((p1 A p2) Aps) DO ((¢1 V q2) V q3))
= (((re Arg) Vrs) Vry)).

Weiter vereinbaren wir, den Operator A manchmal einfach wegzulassen, indem wir die durch

ihn verkniipften Formeln einfach nebeneinander schreiben. So ist z.B. der Ausdruck pgr V

V ~pqr V p~qr eine abgekiirzte Schreibweise der Formel p Ag ArV ~p AgAr NV pA~qAr, die

nach der Klammersetzung die Form ((((pAg) Ar)V ((~pAgq) Ar)) V ((p A~q) Ar)) annimmt.

Wir verwenden im weiteren folgende Redeweisen:

D3. Die Formeln Ay, As,..., A, (n > 1) nennen wir in einer Adjunktion A; V Ay V...V A,

Adjunktionsglieder (oder Glieder der Adjunktion) und in einer Konjunktion A; A Ay A
A...N A, Konjunktionsglieder (Glieder einer Konjunktion).
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D4. In einer Subjunktion A O B nennen wir die Formel A Antezedent und die Formel B
Konsequent.

D5.  Einen logischen Operator nennen wir Hauptoperator einer Formel genau dann, wenn
er nach der Klammersetzung in einer Formel wie folgt angeordnet ist:

1) der Operator ~ ist der Hauptoperator in einer Formel ~A;
2) der Operator V ist der Hauptoperator in einer Formel (A V B);
3) der Operator A ist der Hauptoperator in einer Formel (A A B);

4) die Operatoren D, =, |, T sind entsprechend Hauptoperatoren in den Formeln (A D B),
(A=B),(A| B) und (AT B).

Ubungen:

1. Bilden Sie drei aussagenlogische Formeln, die jeweils aus mindestens sieben Grundzeichen
bestehen!

2. Wieviel verschiedene Formeln mit héchstens fiinf Zeichen kann man aus den Symbolen p,
g, O und () aufbauen?

3. Priifen Sie, welche der folgenden Zeichenreihen gem&fi D1 ohne Beriicksichtigung der Kon-
ventionen iiber Klammereinsparungen aussagenlogische Formeln sind:

a) (p)

b) q

c) ~(r)

d) (pAgD(rvp)
) (((pAg)Vr)|p)
f) (pvr)A~p

g) ~(ptr)Dp

h) (p=p)V~(r))

4. Priifen Sie, welche der in Aufgabe 3 angegebenen Zeichenreihen gemifi DI mit Beriick-
sichtigung der Konventionen iiber Klammereinsparungen aussagenlogische Formeln sind.
Setzen Sie in den Formeln alle moglichen Klammern!

5. Sind die folgenden Zeichenreihen aussagenlogische Formeln:

a) (AV B)
b) (pV~p)=v
c) v=n~f
d)y vV f?

6. Geben Sie alle Formeln an, die in der folgenden Formel vorkommen:
((pAg) [r)=(pD~q)V(pTp)))

7. Welche der Zeichenreihen p, (p, pV ¢, (p A7), q) | ((p, ((p A7) D p) sind Teilformeln der
Formel ((pV q) [ ((pAT) D q))?

8. Bestimmen Sie den Hauptoperator in folgenden Formeln:
~p,p | qtr,pAqgVr Dp=r,(pDq¢VI(@DpAr=p,p>DqgDpDp,
(p>@>7r) 229D (D), ~plp)

9. Gegeben sei folgendes Alphabet: p, ¢, r - Aussagenvariablen; ... | ... - ein zweistelliger
aussagenbildender Operator, ( und ) - Klammern. Definieren Sie fiir dieses Alphabet den
Terminus ,aussagenlogische Formel “!

10. Gegeben sei folgendes Alphabet: p, g, r - Aussagenvariablen; ... A ... A ... - ein dreistelliger
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11.

12.

13.

14.
15.

aussagenlogischer Operator und Klammern (, ). Definieren Sie fiir dieses Alphabet den
Terminus ,aussagenlogische Formel “!

Nach einer Idee von Lukasiewicz kann man die aussagenlogischen Formeln eindeutig ohne
Klammern schreiben, wenn man die mehrstelligen Operatoren vor ihre Argumente schreibt
und nicht, wie wir es bisher handhabten, zwischen sie (z.B. A pg anstelle von (p A q)).
Verwenden Sie als Metavariablen fiir beliebige aussagenlogische Formeln die Buchstaben «,
(3, v und anstelle der Operatorensymbole ~, A, V und D entsprechend N, K, A und C, und
definieren Sie den Terminus ,aussagenlogische Formel “ fiir diese klammerfreie Schreibweise!
Ubersetzen Sie die Formeln NKpq, AKpqCqr, CCCpqpp, NKpNp, ApNp und
CCpCqrCCpqCpr in die Schreibweise gemifl D1!

Ubersetzen Sie die Formeln p AqArVp, (p D2 q)V(gDp),pDqgD(@gDrD(pDr)),
p D (p D ¢ D q) in die klammerfreie Schreibweise!

Definieren Sie fiir die klammerfreie Schreibweise den Terminus ,,Hauptoperator“!
Ubersetzen Sie die folgenden umgangssprachlichen Aussagen in die Sprache der Aussagen-
algebra (fiir einfache Aussagen schreiben wir Aussagenvariablen, die Operatoren ~, A, V,
D, =, | und t verwenden wir entsprechend als Abkiirzungen fiir ,nicht ...“, ... und ...%, ...

oder ...“, ,wenn ..., so ... ... genau dann, wenn ...“ ,nicht beide“, ,weder ... noch ...%):

a) Klaus und Anton sind Briider.

b) Klaus ist Offizier, und Anton geht zur Schule.

c) Wenn in einem Produkt a - b der Faktor a = 0 ist, so ist a - b = 0, und wenn in dem
Produkt a - b der Faktor b = 0 ist, so gilt auch a - b= 0.

d) Weder Klaus noch Anton war Sieger.

e) Weder Klaus noch Anton ist ein Bruder von Karl.

f) Wer Banknoten nachmacht oder verfiilscht oder nachgemachte sich verschafft und in
Verkehr bringt, wird bestraft.

4.3 Semantische Definitionen wichtiger aussagenlogischer Operatoren

Aussagenlogischen Formeln werden die Werte v und f zugeschrieben. Einer Formel A einen
Wert i zuzuschreiben bedeutet nichts anderes, als zu sagen, dafl A den Wert 7 hat (A = 7). So
bedeutet es z. B., der Formel (p V ¢) den Wert v zuzuschreiben, einfach den Satz ,Die Formel
(p V q) hat den Wert v oder ,,Wir nehmen an, die Formel (p V ¢) hat den Wert v zu bilden.

Variablen werden die Werte v und f nach folgenden Regeln zugeschrieben:

1)

2)

3)

Einer Variablen kann ein beliebiger der Werte v und f zugeschrieben werden; wenn dabei
einer der Werte zugeschrieben wurde, so kann ihr nicht gleichzeitig der andere Wert zuge-
schrieben werden;

wenn eine Variable in einer Formel an zwei oder mehr Stellen vorkommt, so wird allen
Vorkommen dieser Variablen in der gegebenen Formel der gleiche Wert zugeschrieben;
kommen in einer Formel verschiedene Variablen vor, so kénnen ihnen verschiedene Werte
zugeschrieben werden, d. h., verschiedenen Variablen werden unabhéingig voneinander Werte
zugeschrieben.

Formeln, die aussagenlogische Operatoren enthalten, werden Werte nach Regeln zugeschrie-

ben, die gleichzeitig Definitionen dieser Operatoren selbst sind. Diese Regeln (bzw. Definitio-
nen) sind Gesamtheiten von Sitzen, mit deren Hilfe die folgenden zwei Arten von Abhingig-
keiten festgelegt werden:
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1) Es wird angegeben, welchen Wert eine Formel A annimmt, die den zu definierenden
(einzufiithrenden) Operator enthilt, in Abhéingigkeit von den Werten, die den in der Formel
A vorkommenden echten Teilformeln By, ..., B, (n > 1) zugeschrieben werden;

es wird angegeben, welche Werte die oben angegebenen Teilformeln By, ..., B, in Abhén-
gigkeit davon annehmen konnen, daf§ der Formel A der Wert i zugeschrieben wird.

[\
~

Die Definitionen, von denen hier gesprochen wird, sind eine besondere Art von Funktionen.
Man nennt sie aussagenlogische Funktionen oder Wahrheitsfunktionen. Die in einer Formel A
vorkommenden echten Teilformeln By, ..., B, (n > 1), in Abhéngigkeit von deren Wert der
Wert der Formel A definiert wird, sind die Argumente dieser Funktionen. Die Formel A ist eine
Funktion dieser Argumente. Die Operatoren stellen den Typ der Funktionen (den Typ der Ab-
héngigkeit) dar. Man nennt die hier betrachteten Definitionen semantische Definitionen, weil
in ihnen nur die Abhingigkeit der Wahrheitswerte der Gesamtformel von den Wahrheitswer-
ten der in ihr vorkommenden echten Teilformeln beriicksichtigt wird. Die aussagenlogischen
Funktionen werden in Abhingigkeit von der Zahl der Argumente in einstellige, zweistellige,
dreistellige, allgemein n-stellige (wobei n = 1,2, 3, ...) unterschieden. Diese Funktionen werden
mit Hilfe von Konditionalsitzen der Form ,Wenn X, so Y formuliert oder aber mit Hilfe
von Tabellen (oder Matrizen) angegeben, die eine abgekiirzte und iibersichtliche Schreibweise
solcher Satzgesamtheiten sind.

Wir geben die semantischen Definitionen einiger wichtiger aussagenlogischer Operatoren an.
Die Negation wird durch die folgende Tabelle definiert, in der A eine beliebige Formel ist:

(Tab. 1)

In Sétzen 148t sich diese Tabelle wie folgt schreiben:
ZWenn A =wv,s0~A=f;wenn A= f, so ~A=70v.“

Die Konjunktion, Adjunktion, Subjunktion, Bisubjunktion, Negatadjunktion und Negatkonjunk-
tion werden entsprechend durch die folgenden Tabellen definiert:

A B|AAB A B|AVB A B|ADB
v f f v v v f f
f v f f v v f v v
forlf frlf fr v
(Tab. 2) (Tab. 3) (Tab. 4)

A B|A=B A B|A|B A B|A{B
vov v voow f v f
v f f v v v f f
ool or foul oo foulof
forl v fofrl v forl v
(Tab. 5) (Tab. 6) (Tab. 7)
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Diese Tabellen lassen sich gleichfalls durch Gesamtheiten von Konditionalsétzen ersetzen. Die
Definition der Konjunktion nimmt dann folgende Form an: ,Wenn A = v und B = v, so
AANB =v;wenn A=vund B= f,s0 AAB = f;wenn A= fund B =v,s0 AAB = f; wenn
A= fund B = f,s0o AN B = f.“ Kiirzer lifit sich dasselbe wie folgt schreiben: ,AA B =v
genau dann, wenn A = v und B = 0.

Die angefiihrten Tabellen (und die ihnen adéiquaten Satzgesamtheiten) sind Definitionen der
Operatoren und der entsprechenden Typen von aussagenlogischen Funktionen. Um dies zu
verdeutlichen, geben wir noch einmal die vollstéindige Definition der Negation und der Kon-
junktion an. Definition der Negation: Wir verwenden den Operator ~ so (fithren ~ so ein),
daf} fiir ihn die Tabelle 1 gilt. Definition der Konjunktion: Wir verwenden den Operator A so,
daf fiir ihn die Tabelle 2 gilt. Analog verfihrt man mit den anderen Operatoren.

In den angefiihrten Definitionen ist implizit enthalten, was wir bereits zu Beginn dieses
Abschnitts gesagt haben, d.h., das Lesen der Tabellen in umgekehrter Richtung. Fiir die
Negation heifit das: wenn ~A = f, so A = v; wenn ~A = v, so A = f; fiir die Konjunktion:
wenn AANB =v,30 A=vund B = v; wenn AA B = f, so entweder A = v und B = f
oder A= fund B =voder A= f und B = f (d.h., mindestens eine der Formeln A und
B hat den Wert f). Analog werden die Tabellen fiir die anderen Operatoren von rechts nach
links gelesen: Man nimmt den Fall, wo ein Ausdruck mit dem gegebenen Operator den Wert
v hat, und erklért, bei welchen Wertkombinationen fiir die Argumente dies moglich ist; analog
verfihrt man fiir f. Als Beispiel betrachten wir noch die Tabelle 5, wo es fiir v und f jeweils
zwei Moglichkeiten gibt: wenn A = B = v, so entweder A = v und B = v oder A = f und
B=f;wenn A=B = f,soentweder A=v und B= foder A= f und B = v.

4.4 Werte von Formeln

Die im Abschnitt 3 angegebenen Definitionen liefern Regeln, mit deren Hilfe man fiir eine belie-
bige Formel A mit den durch diese Regeln definierten Operatoren feststellen kann, welche Werte
sie aus der Wertmenge v und f fiir eine gegebene Wertkombination der in ihr vorkommenden
Variablen By, ..., B, (n > 1) annimmt. Diese Regeln nennen wir semantische Regeln.

Betrachten wir z. B. die Formel (p V ¢) D r = ~(~p V r). In ihr kommen die Variablen p, ¢
und r vor. Da verschiedenen Variablen unabhingig voneinander Werte zugeschrieben werden,
sind verschiedene Wertkombinationen fiir diese drei Variablen moglich, insbesondere auch die
Kombination p = v, ¢ = v und r = f. Wir schreiben den Variablen diese Werte zu und stellen
fest, welchen Wert unter dieser Bedingung die Formel insgesamt annimmt. Wir gehen dabei
folgendermafien vor: Wenn p = v und ¢ = v, so hat nach der Tabelle fiir V die Formel (p V ¢q)
den Wert v; da r = f, erhalten wir nach der Tabelle fiir die Subjunktion (pV ¢) D r = f; da
p = v, gilt nach der Tabelle fiir die Negation ~p = f; da auflerdem r = f, erhalten wir nach der
Tabelle fiir die Adjunktion ~p V r = f und nach der Tabelle fiir die Negation ~(~p V r) = v;
nach der Definition von = erhalten wir jetzt, dafl die vorliegende Formel unter der Bedingung
p=wv,q=vund r = f den Wert f hat. Da sich der Wert einer Formel A fiir eine beliebige
Wertkombination fiir die in A vorkommenden Variablen By, ..., B, feststellen lit, kann man
das auch fiir alle Wertkombinationen von By, . .., B, tun. Damit wird festgestellt, welche Werte
die Formel A iiberhaupt annehmen kann. In der unten als Beispiel angegebenen Tabelle fiir die
Formel (pV ¢) D r = ~(~p V r) sind unter den Variablen alle moglichen Wertkombinationen
fiir p, g, r geschrieben (das sind insgesamt acht), und unter den Operatoren steht jeweils der
Wert, den diese oder jene Teilformel fiir diese Wertkombination annimmt.
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(PVgOr=r~(~pVr)
vvowv voeof f foovow
vvov fffov foflf
v foof f fooow
vo f fffv foff
fovoeoovf fofoo
fvov ffo fofof
fffovuevf fofow
fFfo fffofof

Die Werte, die die Formel annimmt, sind unter dem Operator = geschrieben. Wie wir sehen,
nimmt diese Formel fiir alle Wertkombinationen den Variablen, aufler einer, den Wert f an.

Ubungen:

1. Wieviel verschiedene Kombinationen der Werte v und f sind entsprechend fiir 1, 2, 3,
allgemein n verschiedene Variablen moglich?

2. Formulieren Sie die Wahrheitstabellen der Adjunktion, der Subjunktion, der Negatadjunk-
tion und der Negatkonjunktion in Form von Konditionalséitzen!

3. Schreiben Sie die Wahrheitstabellen der zweistelligen Operatoren in Form von Matrizen
nach dem folgenden Muster fiir die Konjunktion!

AANB|v f
v v f
flrf

(Erlduterung: In der obersten Zeile steht der Argumentwert von A, in der linken Spalte
steht der Argumentwert von B, und der Funktionswert von A A B steht fiir gegebene Werte
von A und B jeweils in der entsprechenden Zeile und Spalte.)

4. Vergleichen Sie die Funktionswerte fiir gegebene Werte der Argumente in den Tabellen 2
und 6 sowie 3 und 7!

5. Die zu Beginn des Abschnitts 4 getroffene Behauptung 148t sich in Form des folgenden
Metatheorems schreiben:

MT1. Fiir eine beliebige aussagenlogische Formel A 148t sich feststellen, welchen Wert sie
bei einer gegebenen Wertkombination der in ihr vorkommenden Variablen annimmt.
Beweisen Sie dieses Metatheorem induktiv unter Verwendung von D1 aus Abschnitt 2 und
der semantischen Definition der aussagenlogischen Operatoren aus Abschnitt 3! Fiihren
Sie den Induktionsbeweis iiber die Anzahl von logischen Operatoren in A und beginnen
Sie mit dem Fall, in dem A keine logischen Operatoren enthilt! Zeigen Sie, dal aus MT1

unmittelbar MT2 folgt!

MT2. Fiir jede gegebene aussagenlogische Formel A 1ifit sich feststellen, welche Werte
sie bei allen moglichen Wertkombinationen fiir die in ihr vorkommenden Variablen an-
nimmt.

6. Ermitteln Sie die Werte der folgenden Formeln fiir alle moglichen Wertkombinationen der
in ihnen vorkommenden Variablen:
a) pA~p
b) pV~p
c) pvVgDr
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d) ~(pA~p)

e) p=~p

f) ®lp) [ (plp)Dp
g) pDgOpOp

h) (pA~p)T(pA~p)

7. Klassifizieren Sie die Formeln aus Ubung 6 in drei Gruppen, je nachdem, welche Werte die
Formeln bei allen Wertkombinationen fiir die in ihnen vorkommenden Variablen annehmen
kénnen!

4.5 Tautologien, Kontradiktionen, logisch erfiillbare und logisch indeterminierte
Formeln

Wir geben zunéichst einige Definitionen an:

D1. Eine Formel wird eine Tautologie (oder eine allgemeingiiltige Formel oder eine
logisch wahre Formel) genannt genau dann, wenn sie bei jeder beliebigen Wertkombination
fiir die in ihr vorkommenden Variablen den Wert v annimmt.

D2. FEine Formel wird eine Kontradiktion (oder eine logisch unerfiillbare oder eine lo-
gisch falsche Formel) genannt genau dann, wenn sie bei jeder Wertkombination fiir die in
ihr vorkommenden Variablen den Wert f annimmt.

D3. Eine Formel wird logisch erfiillbar genannt genau dann, wenn es eine Wertkombination
fiir die in ihr vorkommenden Variablen gibt, bei der diese Formel den Wert v annimmt.

D4. Eine Formel wird logisch indeterminiert (eine logische Neutralitéit) genannt genau
dann, wenn sie keine Tautologie und keine Kontradiktion ist.

D5. Eine Klasse von Formeln wird gemeinsam erfiillbar genannt genau dann, wenn es
mindestens eine Wertkombination fiir die in den Formeln vorkommenden Variablen gibt, bei
der alle Formeln dieser Klasse den Wert v annehmen

D6. Eine Klasse von Formeln, die nicht gemeinsam erfiillbar ist, wird eine widerspriichliche
Formelklasse genannt.

Die Begriffe Tautologie, Kontradiktion, logisch indeterminierte Formel und logisch erfiillbare

Formel dienen der Klassifizierung der aussagenlogischen Formeln. Wir haben es hier mit zwei

verschiedenen Klassifikationen zu tun. Einmal werden die aussagenlogischen Formeln in die

folgenden zwei Klassen eingeteilt:

1. in die Klasse der Formeln, die mindestens bei einer Wertkombination fiir die in ihnen
vorkommenden Variablen den Wert v annehmen (erfiillbare Formeln),

2. in die Klasse von Formeln, die bei keiner Wertkombination fiir die in ihnen vorkommenden
Variablen den Wert v annehmen (unerfiillbare Formeln).

Zum anderen werden die aussagenlogischen Formeln in die folgenden drei Klassen eingeteilt:

1. in die Klasse von Formeln, die bei jeder Wertkombination fiir die in ihnen vorkommenden
Variablen den Wert v annehmen (Tautologien),

2. in die Klasse von Formeln, die bei jeder Wertkombination fiir die in ihnen vorkommenden
Variablen den Wert f annehmen (Kontradiktionen) und

3. in die Klasse von Formeln, die mindestens bei einer Wertkombination fiir die in ihnen
vorkommenden Variablen den Wert v und mindestens bei einer Wertkombination den Wert
f annehmen (logisch indeterminierte Formeln).
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Anschaulich ergeben diese beiden Klassifikationen folgendes Bild:

Klasse aller aussagenlogischen Formeln
Tautologien | logisch indeterminierte Formeln Kontradiktionen
logisch erfiillbare Formeln logisch unerfiillbare Formeln

Zwischen Tautologien und Kontradiktionen bestehen folgende Beziehungen:

T1. Wenn eine Formel A eine Tautologie ist, so ist ~A eine Kontradiktion.
T2. Wenn eine Formel A eine Kontradiktion ist, so ist ~A eine Tautologie.

Die Theoreme 7'7 und T2 sind auf Grund der Definitionen einer Tautologie, einer Kontradiktion
und der Negation offensichtlich. Mit dem Symbol A{a/B} bezeichnen wir die Formel, die man
aus A erhélt, wenn man in A fiir alle Vorkommen der Aussagenvariablen a die Formel B einsetzt
(Einsetzung fiir Aussagenvariablen).

Beispiel: A mége die Formel p D (¢ D p) sein, a sei die Variable p, und B sei die Formel g A,
dann steht das Symbol A{a/B} fiir die Formel ¢ A7 D (¢ D g Ar). Wenn die Variable a in der
Formel A nicht vorkommt, so sind die Formeln A und A{a/B} identisch. Fiir Einsetzungen
gelten folgende Theoreme:

T3. Wenn A eine Tautologie ist und « eine Variable, so ist A{a/B} eine Tautologie.
Beweis: A ist eine Tautologie, d.h., A nimmt den Wert v sowohl in dem Fall an, wenn a = v,
als auch, wenn @ = f. In der Formel A{a/B} steht an allen Stellen, an denen in A die Variable

a steht, die Formel B. Die Formel B kann aber auch nur einen der beiden Werte v oder f
annehmen. Damit nimmt die Formel A{a/B} immer den Wert v an.

T4. Wenn A eine Kontradiktion ist und @ eine Variable, so ist A{a/B} eine Kontradiktion.
Der Beweis von T4 ist dem von 78 analog.

Mit den Begriffen der gemeinsam erfiillbaren und der widerspriichlichen Formelklasse kénnen
wir fixieren, ob eine Gesamtheit von Formeln und entsprechend von Aussagen gemeinsam wahr
sein konnen oder nicht. Beispielsweise sind die Formeln p, p V q, ~~p, pV ~q, p D q¢ D p
gemeinsam erfiillbar, da sie unter der Bedingung p = v und ¢ = v alle den Wert v annehmen.
Die Formeln p, ~p, pV q, p O ¢ bilden hingegen eine widerspriichliche Formelklasse, denn bei
p=wvgilt ~p= f, und bei ~p = gilt p = f.

Ubungen:

Priifen Sie, ob die folgenden Sétze gelten:

a) Wenn A{a/B} eine Tautologie ist, so ist A eine Tautologie.

b) Wenn A{a/B} eine Kontradiktion ist, so ist A eine Kontradiktion.

¢) Wenn A eine logisch indeterminierte Formel ist, so ist A{a/B} eine logisch indeterminierte
Formel.

d) Wenn A{a/B} eine logisch indeterminierte Formel ist, so ist A eine logisch indeterminierte
Formel.

4.6 Entscheidungsverfahren fiir die Aussagenlogik mit Hilfe von
Wahrheitstabellen

Nach MT2 aus Ubung 5 zu Abschnitt 4 1i8t sich fiir eine beliebige Formel A feststellen, wel-
che Werte sie bei allen moglichen Wertkombinationen fiir die in ihr vorkommenden Variablen
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annimmt. Damit haben wir auch ein allgemeines Entscheidungsverfahren, um festzustellen, ob
eine beliebige Formel eine Tautologie, eine Kontradiktion oder eine logisch indeterminierte For-
mel ist. Wir brauchen dazu nur alle moglichen Wertkombinationen fiir die in der betreffenden
Formel vorkommenden Variablen aufzustellen und zu ermitteln, welchen Wert die Gesamtformel
bei jeder dieser Wertkombinationen annimmt. Nimmt die Formel dabei immer den Wert v an,
ist sie eine Tautologie, nimmt sie immer den Wert f an, ist sie eine Kontradiktion, ansonsten
ist sie eine logisch indeterminierte Formel.

Wir wollen Formeln so iiberpriifen, daf§ wir unter die in ihnen vorkommenden Variablen
alle moglichen Wertkombinationen fiir diese Variablen schreiben und unter die Operatoren
der Formeln ihren semantischen Definitionen geméf die entsprechenden Werte der jeweiligen
Teilformel. Wihlen wir z. B. die Formel ¢ D r O (p D ¢ D (p D r))! Zun#chst schreiben wir
unter die Variablen ¢, » und p alle moglichen Wertkombinationen.

qDrD(p>gD(p>Dr))

v v v v v v
vov f v f v
v f v o w v f
v f f w f f
f v v f v o w
fov f f fow
f 5 v 5o ov f
fFor 5 r 57

Es ist zu empfehlen, die moglichen Wertkombinationen fiir die in einer Formel vorkommenden
Variablen systematisch zu schreiben. Bei einer oder zwei Variablen iibersieht man sofort, welche
Wertkombinationen moglich sind. Doch schon bei drei und erst recht bei mehr Variablen mufl
man aufpassen, keine Wertkombinationen zu vergessen. Bei einem systematischen Vorgehen
zéhlt man zuerst die vorkommenden Variablen. Bei n Variablen gibt es dann in der zweiwertigen
Aussagenlogik 2" mogliche Wertkombinationen. Unter die erste Variable schreibt man dann %
mal v und % mal f, unter die zweite zweimal % mal v und % mal f. Diesen Prozefl setzt
man solange fort, bis unter der letzten Variablen der Formel abwechselnd v und f geschrieben
wird. In unserem Beispiel ermitteln wir jetzt schrittweise die Wahrheitswerte der Teilformeln

und schlieflich der Gesamtformel bei den vorgegebenen Werten der Variablen:

gOr>(>g>D(p>Dr))
VU VU VU VU VUV
vv vy fuvove foow
vf fo o veuvf vff
vf fo fvoeve fo f
fvovev vof fo vv o
fvve fo fo foo
fo fv vf fo off
fofu fofv fof

Die Spalte der Werte, die die Gesamtformel bei den vorgegebenen Werten der Variablen an-
nimmt, haben wir zweimal unterstrichen. Unsere Beispielformel nimmt immer den Wert v an
und ist eine Tautologie.

Auch fiir Formelschemata (Behauptungen mit Symbolen fiir beliebige Formeln) kénnen
Wabhrheitstabellen aufgestellt werden. Hier werden alle moglichen Wertkombinationen fiir die
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in einem Formelschema vorkommenden Formelvariablen ermittelt, und dann wird der Wahr-
heitswert des Formelschemas unter diesen Annahmen ermittelt. Da die Einsetzungsregel fiir
Tautologien und Kontradiktionen (78 und 7 aus Abschnitt 5) gilt, gelten folgende Theoreme:

T1. Wenn ein Formelschema bei allen moglichen Wertkombinationen fiir die in ihm vorkom-
menden Formelvariablen den Wert v annimmt, so sind alle Formeln, die die logische Form
dieses Formelschemas haben, Tautologien.

T2. Wenn ein Formelschema bei allen moglichen Wertkombinationen fiir die in ihm vorkom-
menden Formelvariablen den Wert f annimmt, so sind alle Formeln, die die logische Form
dieses Formelschemas haben, Kontradiktionen.

So sind alle Formeln der Form AV ~A, ~(~AA A), A D A Tautologien und alle Formeln der
Form AN ~A, A=~A, ~(AV ~A) Kontradiktionen.

Um festzustellen, ob eine gegebene Formel eine Tautologie ist oder nicht, miissen wir nach
dem angegebenen Verfahren feststellen, ob die gegebene Formel bei allen moglichen Wertkom-
binationen fiir die in ihr vorkommenden Variablen den Wert v annimmt oder nicht. Dieses
Verfahren hat zwar rein mechanischen Charakter und ist sehr einfach, wenn jedoch eine gréfiere
Zahl von Variablen auftritt, ist es sehr aufwendig. Deshalb werden fiir praktische Zwecke eine
Reihe von Vereinfachungen dieses Verfahrens vorgeschlagen. Wir wollen hier nur ein verkiirztes
Verfahren angeben, das auf alle Formeln anwendbar ist, die eine Subjunktion als Hauptope-
rator enthalten. Wir verdeutlichen dieses verkiirzte Verfahren an einem Beispiel: Es sei zu
tiberpriifen, ob die Formel (p D q) D (~q D ~p) eine Tautologie ist oder nicht. Dazu nehmen
wir zunéchst an, dafl diese Formel keine Tautologie sei, d. h., dafl sie mindestens bei einer Wert-
kombination fiir die in ihr vorkommenden Variablen den Wert f annimmt. Dann versuchen wir
zu zeigen, dafl es unmoglich ist, eine solche Wertkombination zu konstruieren, bei der die For-
mel den Wert f annimmt, d.h., wir fithren unsere urspriingliche Annahme zum Widerspruch,
und haben damit gezeigt, dafl die betreffende Formel eine Tautologie ist. Wir nehmen also an,
es gibe eine Wertkombination fiir die Variablen, bei der unsere Formel den Wert f annimmt.

(p>¢q) D(~q¢ D ~p)

f
Dies koénnte aber auf Grund der Wahrheitstabelle fiir die Subjunktion nur der Fall sein, wenn
das Antezedent der Formel den Wert v und das Konsequent den Wert f hitten.

(p 2 q) O (~q D ~p)
v f f

Das Konsequent (~¢ D ~p) kann aber auf Grund der Wahrheitstabelle fiir > nur den Wert f
haben, wenn ~q = v und ~p = f, d. h., wenn ¢ = f und p = v. Unter dieser Bedingung hétte
aber das Antezedent den Wert f und nicht den Wert v. Es ist also keine Wertkombination
moglich, bei der unsere Formel den Wert f annimmt, sie ist also eine Tautologie. Die ganze
Erorterung 148t sich in einer Zeile schreiben:

(P2 q) O (~q> ~p)
vo f f voff fo

Wir betrachten noch ein anderes Beispiel. Es sei zu iiberpriifen, ob die Formel (p D ¢) D (¢ D p)
eine Tautologie ist. Wir nehmen an, sie sei keine Tautologie, und ermitteln sukzessive die Werte
der Teilformeln unter dieser Bedingung:
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(P29 D(@>p)
fvoe f off

Jetzt iibertragen wir die Werte, die wir fiir ¢ und p im Konsequent haben, ins Antezedent
und stellen fest, daff das Antezedent unter diesen Bedingungen den Wert v annehmen kann.
Unsere urspriingliche Annahme, die Formel sei keine Tautologie, war also gerechtfertigt, sie
fithrte nicht zu einem Widerspruch, und wir haben gerade eine Wertkombination gefunden, bei
der die Formel den Wert f annimmt.

4.7 Wichtige Tautologien

Wir fithren einige hiufig verwendete Tautologien und ihre Bezeichnungen an:

T1. ~AV A - Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten;
T2, ~(~AAA) - Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch;
T3. ~~ADA - Gesetz der Beseitung der doppelten Negation;
T4. AD~~A - Gesetz zur Einfithrung der doppelten Negation;
T5. ADAVA - Gesetze der Wiederholung;;

T6. AVADA
T7. ADAANA
T8. AANADA

T9. AANBDA - Gesetz zur Beseitigung der Konjunktion;
T10. ANABDBAA - Kommutationsgesetz der Konjunktion;
T11. AN(BAC)DAABAC - Assoziationsgesetz der Konjunktion;
T12. AD AVBEB - Gesetz zur Einfithrung der Adjunktion;
T13. AVBDOBVA - Kommutationsgesetz der Adjunktion;
T14. AV(BVC)D> AvBVC - Assoziationsgesetz der Adjunktion;
T15. ~(AV B) D ~AAN~B - de Morgansche Gesetze;

T16. ~AAN~B D ~(AV B)

T17. ~(AAB) D ~AV ~B

T18. ~AV ~B D> ~(AA B)

T19. AD B D (~B D ~A) - Gesetze der Kontraposition;
T20. ~B D> ~AD (AD B)

T21. ANBDC D (AAN~C D ~B)

T22. ANABDCD(AD(BDC()) - Gesetz der Exportation;
T23. AD(BD>C)D(AABDC) - Gesetz der Importation;
T24. AD(BDC)D>(BD>(ADC()) - Gesetz der Prémissenvertauschung;
T25. (ADB)A(ADC)D(ADBAC) - Gesetz der Konklusionskonjunktion;
T26. (ADC)AN(BDC)D(AVBDOC(C) - Gesetz der Pramissenadjunktion;
T27. ADBD(BDOCD(ADC()) - Transitivitétsgesetz der Subjunktion
(KettenschluB);
T28. AD(BDC)D(ADBD(ADC()) - Fregescher Kettenschluf;
T29. (AANB)VC =(AVC)A(BVC) - Distributionsgesetze;
T30. (AVB)AC=(ANC)V(BAC)
T31. A|B=~AV~B - Gesetze zur Einfithrung und Beseitigung der
T32. AftB=~AA~B Negatadjunktion bzw. Negatkonjunktion.
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Ubungen:

Beweisen Sie mit Hilfe des verkiirzten Entscheidungsverfahrens, dal 77 bis 732 aus
Abschnitt 7 Tautologien sind! Beachten Sie, dafl in 729 bis 732 der Hauptoperator eine
Bisubjunktion ist!

2. Priifen Sie, ob es sich bei folgenden Formeln um Tautologien, Kontradiktionen oder logisch
indeterminierte Formeln handelt:

a) pA~p

b) pD>g>pDp

) ~pD~q>D(pDq

) plpl(plp)op

e) pOptpi(pip)

f) p=~p

g) ~(pAgAT) D ~pV gV or!

3. Priifen Sie, ob der folgende Satz gilt: Wenn ein Formelschema bei mindestens einer
Wertkombination fiir die in ihm vorkommenden Formelvariablen den Wert v und bei
mindestens einer Wertkombination fiir die in ihm vorkommenden Formelvariablen den Wert
f annimmt, so sind alle Formeln, die die logische Form dieses Formelschemas haben, logisch
indeterminierte Formeln.

4. Priifen Sie, ob die folgenden Formelklassen gemeinsam erfiillbar oder widerspriichlich sind:
a) r=pAgq pp,p1D(@=pA~T)

b) p>g,g=r,9gD~p,pDr~r

c)pladqir,pAr

d) pAg!

5. Priifen Sie, ob die folgenden Aussagenklassen gemeinsam erfiillbar oder widerspriichlich
sind:

a) Meier verldfit das Haus nicht ohne Miiller. Wenn Lehmann das Haus verldfit, so verlafit
es Miiller nicht, falls Meier es verldfit. Lehmann verléfit das Haus.

b) Miiller verléfit das Haus nicht ohne Meier. Wenn Lehmann oder Miiller das Haus ver-
lassen, so verldfit es Meier nicht. Miiller verlifit das Haus.

c) Meier ist ein bedeutender Wissenschaftler. Wenn Meier ein bedeutender Wissenschaftler
ist, so hat er beachtenswerte Publikationen oder hélt gute Vorlesungen. Wenn Meier
keine Zeit zur wissenschaftlichen Arbeit hat, so kann er keine beachtenswerten Publika-
tionen schreiben und sich nicht ordentlich auf die Vorlesungen vorbereiten. Wenn Meier
sich nicht ordentlich auf die Vorlesungen vorbereitet, so kommen sie bei den Studen-
ten nicht an und konnen nicht als gut eingeschéitzt werden. Meier hat keine Zeit zur
wissenschaftlichen Arbeit.

4.8 Semantische Aquivalenz von Formeln

Angenommen, ay,...,a, (n > 1) sind alle in einer Formel A vorkommenden und by,..., b,

(m > 1) sind alle in einer Formel B vorkommenden Variablen. Wir definieren die semantische
Aquivalenz zweier Formeln wie folgt.
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4. Kapitel  Zweiwertige Aussagenalgebra

D1. Die Formeln A und B sind semantisch fiquivalent (oder wertverlaufsgleich) genau
dann, wenn sie fiir jede beliebige Wertkombination der Variablen a4, ..., a,, by,...,b, den
gleichen Wahrheitswert haben.

Wenn zwei Formeln A und B semantisch &quivalent sind, so schreiben wir das symbolisch in
der Form A ~ B. Mit dieser Schreibweise fithren wir keinen neuen Operator ein. Der Ausdruck
A ~ B ist vielmehr nur eine Abkiirzung fiir den Satz ,Die Formeln A und B sind semantisch
dquivalent“ (oder etwas anders formuliert ,Die Formel A ist mit der Formel B semantisch
dquivalent“). Wir fiihren einige Beispiele fiir semantisch dquivalente Formeln an: pV g~ ¢V p,
~pVqrpOq PV AT = (pAT)VI(GAT), ~pVp R ~qV G ~pV PV gR~qV VT,
~pAp = ~(~pVp).

Ob zwei gegebene Formeln A und B semantisch dquivalent sind oder nicht, 148t sich mit
Hilfe der Definitionen der in ihnen vorkommenden Operatoren und durch Nachpriifung aller
moglichen Wertkombinationen fiir die in ihnen vorkommenden Variablen feststellen. Es sei
darauf hingewiesen, dafl nicht nur Formeln mit gleichen Variablen und Operatoren semantisch
dquivalent sein konnen, sondern auch Formeln mit verschiedenen Variablen und Operatoren
(vgl. die letzten drei Beispiele). Die Beziehung der semantischen Aquivalenz zwischen zwei
Formeln mufl von der Bisubjunktion =, die in der Literatur etwas unpassend auch syntaktische
Aquivalenz genannt wird, unterschieden werden. Die Bisubjunktion ist ein zweistelliger formel-
bildender Operator, der aus zwei Formeln A und B eine zusammengesetzte Formel (A = B)
bildet und dessen Bedeutung durch seine semantische Definition (Abschnitt 3, Tab. 5) fest-
gelegt ist. Hingegen ist der Satz ,Die Formel A ist mit der Formel B semantisch dquivalent “
durch den Ausdruck A ~ B abgekiirzt, eine logisch einfache Aussage mit den beiden Subjekten
ndie Formel A“ und ,die Formel B sowie dem zweistelligen Pridikat ,,das erste ist mit dem
zweiten semantisch dquivalent®, deren Bedeutung in der Definition D1 festgelegt ist. In der
Aussage A ~ B kommen die beiden Formeln A und B gar nicht vor, sondern nur die beiden Ter-
mini ,,die Formel A* und ,die Formel B*. Trotz dieses Unterschieds zwischen der semantischen
Aquivalenz und der Bisubjunktion besteht zwischen ihnen aber ein enger Zusammenhang, denn
es gilt das folgende Theorem:

T1. A~ B genau dann, wenn A = B eine Tautologie ist.

Auf Grund der Definition der Bisubjunktion und der semantischen Aquivalenz ist 71 offen-
sichtlich. Im weiteren verwenden wir anstelle des Terminus ,,semantische Aquivalenz“ einfach
den Terminus ,,Aquivalenz“. Fiir die Aquivalenz gelten folgende Theoreme:

T2. Reflexivitit der Aquivalenz. A ~ A.
T3. Symmetrie der Aquivalenz. Wenn A ~ B, so B ~ A.
T4. Transivitit der Aquivalenz. Wenn A ~ B und B ~ C, so A ~ C.

Allgemein nennt man eine zweistellige Relation, die die in 72-T4 ausgedriickten Eigenschaften
der Reflexivitéit, der Symmetrie und der Transivitét besitzt, eine Aquivalenzrelation oder eine
Relation vom Typ der Gleichheit. Solche Relationen sind etwa ,,... ist identisch mit ...« ... ist
wertgleich mit ..., ... ist gleichgrof wie ...“. Wir behandeln hier solche Aquivalenzrelationen
nicht, weisen aber darauf hin, daf} sie im Abstraktionsprozef eine wichtige Rolle spielen (vgl.
Nachwort zu Petrov 1971).

Wir fiihren einige wichtige Aquivalenzen und ihre Bezeichnungen an. Diese Bezeichnungen
werden im weiteren auch fiir andere Regeln verwendet. Dies kann jedoch zu keinen Verwechs-
lungen fiithren, wenn ihr allgemeiner Typ angegeben wird. Im vorliegenden Fall mufl zu jeder
angefiihrten Bezeichnung einer Regel hinzugefiigt werden ,fiir die Aquivalenz“ (z. B. ,Regel der
doppelten Negation fiir die Aquivalenz*).
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T5. ~~A~ A - Regel der doppelten Negation

T6. ANA~rA - Wiederholungsregeln
AVAx A

T7. ANBx~BAA - Kommutationsregeln
AVB~BVA
AD(BDC)~BD>(ADC(C)

T8. (AANB)ANC~AAN(BAC) - Assoziationsregeln
(AVB)VC = AV (BVC(C)

T9. (AVB)AC=(ANC)V(BAC) - Distributivitétsregeln
(ANB)VC =~ (AVC)AN(BVC)

T10. AD Bx~BD~A - Kontrapositionsregel

T11. AV(AANB)~ A - Verschmelzungsregeln
AN(AVB)~ A

T12. ~(AAB) =~ ~AV ~B - De Morgansche Regeln
~(AV B)~ ~AAN~B

T13. ADB~~AVB - Subjunktionsersetzungsregeln
AD B~ ~(AAN~B)
~(ADB)~ AAN~B

T14. A| B~ ~AV ~B - Ersetzungsregeln fiir die Negatadjunktion

T15. ~(A|B)~ AAB

T16. AfB~~AAN~B - Ersetzungsregeln fiir die Negatkonjunktion

T17. ~(A1B)~ AV B

T18. A=B=~ (~AVB)A(AV ~B) - Ersetzungsregeln fiir die Bisubjunktion

T19. ~(A=B)~ (AAN~B)V (~AA B)

T20. AV(~BANBAC)~ A
T21. AN(~BVBVC)~ A
T22. ANABODC=~AD(BDC)

Eine Aquivalenz von Formeln kann fiir eine bestimmte Art von Definitionen logischer Opera-
toren benutzt werden, die wir quasisyntaktische Definitionen nennen. Angenommen, wir haben
die semantischen Definitionen der Operatoren der Negation und der Adjunktion. Der Operator
der Negatadjunktion 148t sich jetzt unter Verwendung des Begriffs der Aquivalenz auf folgende
Weise einfiihren: | sei ein logischer Operator derart, dafi (A | B) eine Formel ist, wenn A und
B Formeln sind, und daf gilt: (A | B) ~ (~AV ~B).

Wenn man diese Definition akzeptiert, so erhilt man die semantischen Regeln fiir den Ope-
rator | als Folgerung:

- Einfiithrungs- und Beseitigungsregeln fiir eine
Kontradiktion bzw. eine Tautologie
- Exportations- und Importationsregel

A B|~A|~B|~AV~B

vowv | f | f f
v f|f v v
f vwv f v
f flv v v

Die letzte Spalte dieser Tabelle ist die Tabelle fiir | (vergleichen Sie sie mit Tab. 6 aus Abschnitt
3).

Wir nennen solche Definitionen quasisyntaktische Definitionen, weil man ihnen eine rein
syntaktische Form geben kann (z.B. (A | B) =p.s (~AV ~B), wobei das Symbol =p,f die De-
finitionsgleichheit ausdriickt), obwohl natiirlich bei dem Aufbau solcher Definitionen immer die
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4. Kapitel  Zweiwertige Aussagenalgebra

angegebenen semantischen Uberlegungen eine Rolle spielen. Analog lassen sich die Operatoren
A, D und = durch die Operatoren ~ und V definieren: A, D und = seien solche Operatoren,
dal (AAB), (A D B) und (A = B) Formeln sind, wenn A und B Formeln sind, und daf§ dabei

gilt:

(AANB) ~ ~(~AV ~B),

(AD B)~ (~AV B),

(A=B)~ (~AVB)AN(~BVA).
Ubungen:

1. Beweisen Sie 71!
Beweisen Sie T2-T4!

3. Geben Sie jeweils umgangssprachliche Beispiele fiir zweistellige Relationen an, die nicht
reflexiv, nicht symmetrisch oder nicht transitiv sind! Geben Sie weitere umgangssprachliche
Beispiele fiir Aquivalenzrelationen an!

4. Beweisen Sie T5-T22!

5. Priifen Sie, welche der folgenden Aquivalenzen gelten:

A|A= A,
Al A~ ~A,
AT A= A,
At A= ~A,
AlA= AT A

6. Weisen Sie nach, dafl die am Ende des Abschnitts 8 angegebenen quasisyntaktischen
Definitionen korrekt sind!

7. Gegeben sei die semantische Definition der Negatadjunktion |. Definieren Sie mit Hilfe des
Operators | die Operatoren der Negation ~ und der Konjunktion A!

8. Welche der Formeln

a) p O ~q,

b) ~(p > q),

c) pA~q und

d) ~(pAq) sind miteinander fquivalent?

4.9 Grundoperatoren und abgeleitete Operatoren

D1. Operatoren (und entsprechend aussagenlogische Funktionen), die mit Hilfe semantischer
Definitionen (semantischer Tabellen, Matrizen) eingefiithrt werden, nennen wir Grundope-
ratoren (und entsprechend Grundfunktionen). Operatoren (Funktionen), die mit Hilfe
von quasisyntaktischen Definitionen eingefiihrt werden, nennen wir abgeleitete Operato-
ren (abgeleitete Funktionen).

Der Typ einer Aussagenalgebra héngt davon ab, welche Grundoperatoren gewéhlt werden. Wir

betrachten im weiteren folgende Aussagenalgebren:

1) das System NK der Aussagenalgebra mit den Grundoperatoren ~ und A;
2) das System NA der Aussagenalgebra mit den Operatoren ~ und V;
3) das System NS der Aussagenalgebra mit den Operatoren ~ und D;
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4) das System Na der Aussagenalgebra mit dem Operator |;
5) das System Nk der Aussagenalgebra mit dem Operator 7.

Angenommen, a;,...,a, (n > 1) seien Grundoperatoren, und A sei eine Formel, die nur aus
Variablen und dem Operator «; (i = 1,...,n) aufgebaut ist.

D2. Einen Operator «; nennen wir funktional unabhéngig von den iibrigen Grundope-
ratoren der Menge «q,...,a, genau dann, wenn es unmoglich ist, eine Formel B derart
aufzubauen, dal A ~ B und in B die gleichen Variablen vorkommen, wie in A, wihrend der
Operator a; in B nicht vorkommt. Mit anderen Worten, «; ist funktional unabhéngig von
den tibrigen Operatoren aus aq, .. ., a, genau dann, wenn er sich nicht quasisyntaktisch durch
sie definieren 14f3t.

D3. Einen Komplex von Grundoperatoren aj,...,a, (n > 1) nennen wir unabhingig
genau dann, wenn jeder der Operatoren aq,...,q, von den iibrigen funktional unabhingig
ist.

Betrachten wir beispielsweise den Komplex von Grundoperatoren ~, A und V (definiert durch
die Tabellen 1, 2 und 3 aus Abschnitt 3): Es l&8t sich leicht zeigen, dafl dieses System von
Grundoperatoren nicht unabhéingig ist, denn A lé8t sich durch ~ und V definieren, da AA B ~
~ ~(~AV ~B) gilt, und der Operator V 1i8t sich durch ~ und A definieren, da AV B ~
~ ~(~AA~B).

MT1. Die Systeme NK, NA, NS, Na und Nk sind unabhénig.

Wir fiithren den Beweis nicht vollstdndig an. Fiir die Systeme Na und Nk ist MT'1 offensichtlich,
da diese Systeme nur einen Grundoperator besitzen. Wir geben den Beweis fiir das System NK
an, fiir die iibrigen Systeme l&8t er sich analog fithren. Fiir das System NK haben wir zu
zeigen, dafl sich die Konjunktion nicht mit Hilfe der Negation und die Negation nicht mit
Hilfe der Konjunktion definieren l:ifit. Aus folgenden Uberlegungen wird deutlich, daf8 sich die
Konjunktion nicht mit Hilfe der Negation definieren lé3t. Aus Variablen und der Negation allein
lassen sich nur Formeln der Form A, ~A, ~~A,..., ~ ...~ A autbauen, wo A eine Variable ist.
Diese Formeln sind aber alle entweder mit A oder mit ~ A dquivalent, d. h., es gilt A ~ ~~A,
A ~rrorv AL L (alle Formeln dieser Form mit einer geraden Anzahl von ~ sind dquivalent)
und ~A & ~~vv A A & oo A (alle Formeln mit einer ungeraden Anzahl von ~ sind
dquivalent). Mit Hilfe der Negation lassen sich also nur solche zweistelligen Funktionen F(A, B)
definieren, die entweder mit A, ~A, B oder ~B #quivalent sind, das sind die folgenden vier:

ABl | | |
v v |lv|flo]|f
v flulf|flv
foolflelv]r
forlflvelflv

Da keine dieser Funktionen mit der Konjunktion #quivalent ist, léfit sich die Konjunktion
nicht mit Hilfe der Negation definieren. Die Negation l&8t sich aber auch nicht mit Hilfe
der Konjunktion definieren, da AN A ~ A, AAN... N A =~ A fir eine beliebige Zahl von
Wiederholungen von A gilt.

Im System NK lassen sich V, D, =, | und 1 als abgeleitete Operatoren einfiihren, da folgende
Aquivalenzen gelten:

AV B~ ~(~AA~B),

AD B~ ~(AAN~B),

A=B~~(AAN~B)A~(BA~A),
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A| B~ ~(ANB),
At B~ ~ANA~B.

Ubungen:

1. Definieren Sie im System NA die Operatoren A, D, =, | und !

2. Definieren Sie im System NS die Operatoren V, A, =, | und {!

3. Definieren Sie im System Na die Operatoren ~, V, A, D, = und {!
4. Definieren Sie im System Nk die Operatoren ~, V, A, D, = und |!

4.10 Funktionale Vollstindigkeit

In der folgenden Tabelle geben wir die vier moglichen einstelligen aussagenlogischen Funktionen
an:

A | F(A) | Fy(A) | F3(A) | Fi(A)
v || v v f ‘ f
Fle 1r v |7
(Tab. 1)

Wir haben bisher von den einstelligen Funktionen nur die Negation (F35) kennengelernt, und
sie ist auch die einzige einstellige Funktion, der in der Umgangssprache ein einfacher Operator
(,,nicht“) entspricht. Es sind offenbar 16 aussagenlogische Funktionen von zwei Argumenten
moglich. In der folgenden Tabelle geben wir diese 16 zweistelligen aussagenlogischen Funktionen
an:

A B|F|F |F |F |F |F | Fr | Fs
v v v |v v v f v v v
v flov |v v f lo v f f
fvfov |v f v v f f v
forlve 1 f v v v | f Jv |f
A B Fi| Fis | Fuu | Fas | Fio | Fuu | Fuo | Fo
vowo W f NS e | S
v flf f f v f f v v
f vf f v f f v v f
forNrs fe {fF 1 F 1 f e | f v
(Tab. 2)

Wir haben bisher nur F5, Fy, Fs, F7, Fio und Fi5 kennengelernt, fiir die wir entsprechend die
Operatoren V, D, |, =, A und { verwenden. Es ist offensichtlich, dafl man also 4 einstellige
und 16 zweistellige Operatoren einfithren kénnte. Es gibt nicht nur ein- und zweistellige Wahr-
heitsfunktionen, sondern auch Funktionen von 3, 4, allgemein von n Argumenten. Als Beispiel
geben wir vier dreistellige Wahrheitsfunktionen an:
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Abschnitt 4.10  Funktionale Vollstindigkeit

A B C| Fi(AB,C) | KA B,C)| F3(A B,C) | Fu(A B,C)
v v v |v v f v

v v f|f v f v

v f v |f v f v

v f ff v v

f v v |f v f f

f v fIf v v f

f fr vif v v v

fr fif f f f

(Tab. 3)

In Tabelle 3 ist Fi(A, B,C) eine dreistellige Konjunktion (,A und B und C*), die genau
dann den Wert v annimmt, wenn alle ihre Argumente den Wert v haben, Fy(A, B, C) ist eine
dreistellige Adjunktion (,,A oder B oder C'“), die genau dann den Wert f annimmt, wenn all
ihre Argumente den Wert f haben, F3(A, B,C) ist eine dreistellige Disjunktion (,entweder A
oder B oder C'“), die genau dann den Wert v annimmt, wenn genau eines ihrer Argumente
den Wert v hat, und schliellich kann man Fy(A, B, C) als bedingte Adjunktion ansehen, die
umgangssprachlich als ;A oder C in Abhéngigkeit davon, ob B oder nicht B* zu lesen ist.
Allgemein ist die Zahl der moglichen Funktionen (und entsprechend der Operatoren) fiir m
Argumente (m > 1) gleich 22”. Eine wichtige Aufgabe der Aussagenalgebra besteht darin, die
Untersuchung der Menge aller moglichen aussagenlogischen Funktionen auf die Untersuchung
einer gewissen Zahl von Grundfunktionen zuriickzufithren, durch die sich alle tibrigen definieren
lassen. Das ist das Problem der funktionalen Vollstéindigkeit einer Aussagenalgebra. Dieses
Problem ist befriedigend gelost.

D1. Definition der funktionalen Vollsténdigkeit: Ein System von aussagenlogischen Grund-
funktionen (und entsprechend von Operatoren) nennen wir funktional vollstindig genau
dann, wenn sich durch sie jede beliebige aussagenlogische Funktion definieren ldafit. Ent-
sprechend nennen wir eine Aussagenalgebra mit einem funktional vollstéindigen System von
Grundfunktionen funktional vollstindig.

MT1. Das System NK (d.h. das System mit den Grundoperatoren ~ und A) ist funktional
vollsténdig.

Der Beweis von MT1 wird durch Induktion iiber die Zahl der Argumente gefiihrt.

Anfangsschritt: Alle einstelligen Funktionen lassen sich durch ~ und A definieren. Alle ein-
stelligen Funktionen sind in Tabelle 1 zu Beginn des Abschnitts angegeben. Es li8t sich leicht
feststellen, dafl

Fi(A) ~ ~(~A A A),
Fy (A) ~ Aa
F3 (A) ~ NAv
Fiy(A) ~ ~ANA.
Wir fithren weiter den Operator V ein:
AV B~ ~(~AN~B).
Dies erleichtert die folgende Darstellung.
Induktionsannahme: Eine beliebige Funktion von n Argumenten ist durch ~ und A definierbar.

Induktionsschritt: Wir betrachten eine beliebige Funktion von (n + 1) Argumenten, fiir die die
Wabhrheitswerte fiir alle Wertkombinationen der Argumente gegeben sind. Wir bezeichnen sie
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mit F(Aq,..., Ayy1). Die Tabelle fiir diese Funktion schreiben wir in folgender Form:

A17"'aAn An+1 F(Ala-"aAnaAnJrl)

v aq
[ Q9

X
v Qion
f B
f Ba

X .
f Ban

(Tab. 4)

Dabei sind in den beiden Rechtecken X jeweils alle moglichen Wertkombinationen der Argu-
mente Ay, ..., A, geschrieben (in jedem Rechteck ist ihre Zahl 2" so daf} links vom vertikalen
Strich alle Wertkombinationen fiir die Argumente A, ..., A,, A, 1 stehen, ihre Zahl ist offen-
bar 2"1), und die Symbole s, ..., aon, 1, ..., By sind die Werte von F(Ay, ..., A,, Any1) fiir
die entsprechenden Wertkombinationen der Argumente.

Da wir laut Induktionsannahme eine beliebige Funktion von n Argumenten mit Hilfe von
~ und A definieren kénnen, so 148t sich auch eine Funktion F;(Aqy,..., A,) definieren, die die
Werte i, ...,aon annimmt, und eine Funktion Fy(Aq, ..., A,), die die Werte 34, ..., B9n an-
nimmt. Jetzt 148t sich die Funktion F(A1, ..., A,, A,y 1) definieren, da F(Ay, ..., Ay, Ap) =
~ F(Ar . A ANAn V FS(A L AL) A ~A, . Diese Aquivalenz ergibt sich auf folgende
Weise: Wenn A,, 11 = v, so gilt

(1) F(Ay,..., Ay, Any1) = Fi(Ay, ..., Ay) , wie aus Tabelle 4 ersichtlich ist;

(2) Fi(Ay,..., A,) = Fi(A1, ..., An) A Ay, da der Wert einer Formel sich nicht veréindert,
wenn man konjunktiv eine Formel mit dem Wert v hinzufiigt;

() ~Ani=f;

(4) Fy(Ay,...,An) A~A, = f auf Grund von (3);

(5) Fl(Al, Ce ,An> /\An+1 = Fl(Al, Ce ,An) /\An+1 \/FQ(Al, ce ,An) /\NAn+1 auf Grund von 4,
da der Wert einer Formel sich nicht veréindert, wenn man adjunktiv eine Formel mit dem
Wert f hinzufiigt, und schliellich auf Grund von 1, 2 und 5;

(6) F(Ay,..., Ay, Ani1) = Fi(Ar, .. A NAna V F(Ag, o Ap) A~ A

Wenn hingegen A, ;1 = f, so gilt
1) F(Ay, ..., A, Any1) = Fo(Aq, .. Ay
FQ(Ah cee aAn) A NAner

~An = Fi(Ay, ..., A)NA iV Fy(Ag, ..o  Ay) A ~Ag i und schlieflich
6) F(AL, ..., A, Ani1) = F1(Ay, . A NAnia V Fa(Ay, o A A~ A
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Da die Fille A,,;1 = v und A, 11 = f alle Wertkombinationen fiir Ay,..., A,, A1 erschopfen,
ist unsere Behauptung bewiesen.

Um festzustellen, ob eine Aussagenalgebra funktional vollstéindig ist oder nicht, ist es aus-
reichend zu ermitteln, ob sich durch ihre Grundfunktionen (Grundoperatoren) die Funktionen
(Operatoren) ~ und A definieren lassen oder nicht.

MT2. Das System NA ist funktional vollstéindig.
MT3. Das System NS ist funktional vollsténdig.
MT4. Das System Na ist funktional vollsténdig.
MT5. Das System Nk ist funktional vollsténdig.

Die Beweise von MT2-MT5 ergeben sich aus den Ergebnissen der Ubungen 1 bis 4 des Ab-
schnitts 9.

MT6. Die Operatoren | und 1 sind die einzigen zweistelligen Operatoren, die jeweils alleine
einen funktional vollstéindigen Komplex von Grundoperatoren bilden.

Beweis: Angenommen, « sei ein zweistelliger Operator, verschieden von | und {, mit dessen
Hilfe alle anderen Operatoren definiert werden kénnen. Wiirde bei A = v und B = v gelten
a(A, B) = v, so wiirde eine beliebige Formel, die nur aus Aussagenvariablen und « aufgebaut
ist, immer den Wert v annehmen, wenn alle in ihr vorkommenden Aussagenvariablen den Wert
v haben. Folglich kénnte die Negation nicht mit Hilfe von « definiert werden. Analog gilt,
wiirde bei A = f und B = f gelten «(A, B) = f, so wiirde eine beliebige Formel, die nur
aus Aussagenvariablen und « aufgebaut ist, immer den Wert f annehmen, wenn alle in ihr
vorkommenden Variablen den Wert f haben. Folglich kénnte auch hier die Negation ~ nicht
mit Hilfe von « definiert werden. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, daf die Wahrheitstabelle
fiir o folgende Form haben miif3te:

A B|a(A B)
v ov | f

v f

f v

foflv

Wiirden in der zweiten und dritten Zeile dieser Tabelle die Werte v, v bzw. f, f fiir a(A, B)
stehen, so hétten wir es mit den Operatoren | bzw.  zu tun. Stehen in diesen Zeilen hingegen
die einzig noch moglichen Kombinationen von Wahrheitswerten v, f bzw. f, v, so wiirden
entsprechend die beiden Aquivalenzen oA, B) ~ ~B bzw. a(A, B) ~ ~A gelten, d. h.; o wiire
in beiden Fillen mit Hilfe der Negation allein definierbar. Wir wissen aber bereits, daf§ die
Negation allein keinen funktional vollsténdigen Komplex von Grundoperatoren bildet. Damit
ist MT6 bewiesen.

Ubungen:

1. Definieren Sie Fi-Fy,, Fi3-Fig aus Tab. 2 im System NK!

2. Suchen Sie umgangssprachliche Entsprechungen fiir Fy, Fs, Fg, Fs-Fi1, Fi3, Fi4 und Fig
aus Tab. 2!

3. Benutzen Sie den Grundgedanken des Beweises der funktionalen Vollstéindigkeit des Sy-
stems NK, um die folgenden dreistelligen Operatoren Fy, Fs, F3 und F; mit Hilfe von ein-
und zweistelligen Operatoren zu definieren:
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4. Kapitel  Zweiwertige Aussagenalgebra

A B C | Fi(AB,C) | F», (A B,C) | F3(A,B,C) | F4y(A,B,C)
vov v ||wv v v v
v v f||wv v f f
v f v || f v f f
v f f v v f v
fooovlf f f f
foo f v f v f
f f vv f v f
foFofe f f

4. Definieren Sie Fy, Fy, F3 und F; aus Tab. 3 mit Hilfe von ein- und zweistelligen Operatoren!

4.11 Ersetzbarkeitstheorem

MT1. Wenn A= B, so ~A~ ~B.

Beweis: Wir unterscheiden die beiden Fille A = v und A = f. Wenn A = v, so B = v auf
Grund der Bedingung von M7T1, dann gilt ~A = f und ~B = f. Wenn A = f, so B = f auf
Grund der Bedingung von MT1, dann gilt ~A = v und ~B = v.

MT2. Wenn A~ B und C =~ D, so

ANC~BAD,

AVvC~BVD,

ADC=~BDD,

A=C~B=D,

A|C~B|D,

AT1C~BtD.
Der Beweis wird dadurch gefiihrt, dafl man die Giiltigkeit von MT2 fiir alle moglichen Wert-
kombinationen der Formelvariablen A, B, C' und D nachweist.

Mit dem Symbol C[A/B] bezeichnen wir eine Formel, die man aus der Formel C' durch
Ersetzen von null oder mehr Vorkommen der Teilformel A in C' durch die Formel B erhiilt.
Dabei muf3 nicht unbedingt an allen Stellen ersetzt werden, wo A in C' vorkommt. Wenn die
Zahl der Vorkommen von A, die durch B ersetzt werden, gleich Null ist (dies kann insbesondere
der Fall sein, wenn A {iberhaupt nicht in C' vorkommt), so ist C[A/B] die Formel C. Es ist
offensichtlich, daf das Symbol C[A/B] nicht eindeutig eine einzige Formel bezeichnet, da ja A
an null oder mehr Stellen seines Vorkommens in C' durch B ersetzt werden kann. Das Symbol
C[A/B] bezeichnet also alle Formeln einer bestimmten Formelklasse. Wenn wir etwa als C' die
Formel ~p D (¢ D ~p), als A die Formel ~p und als B die Formel ~~r wihlen, so wird mit
dem Symbol C[A/B] jede der folgenden Formeln bezeichnet:

1) ~p>(q2~p)

2) ~~r D (gD ~p)

3) ~pD(gDe~rr)

Weiter ist offensichtlich, dal ~(C[A/B]) die Formel ~C[A/B] ist, (C vV D)[A/B] die Formel
C[A/B] Vv D[A/B] ist usw. (fiir beliebige Operatoren).

MT3. Ersetzbarkeitstheorem fiir Aquivalenzen. Wenn A ~ B, so C' ~ C[A/B].

Der Beweis von MT8 wird induktiv iiber die Anzahl von logischen Operatoren in C' gefiihrt.
Wir beschrinken uns im Beweis von MT3 auf den Fall, da3 A an genau einer Stelle seines Vor-
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Abschnitt 4.11  Ersetzbarkeitstheorem

kommens in C' durch B ersetzt wird, ohne dadurch die Allgemeinheit von MT$8 einzuschrinken,
da fiir den Fall, daf an null Stellen ersetzt wird, MT$3 offensichtlich gilt, weil dann C[A/B] die
Formel (' ist, und wenn an mehr als einer Stelle ersetzt wird, so erhélt man dasselbe Ergebnis
durch mehrmalige Anwendung des eingeschrinkten Metatheorems.Weiterhin ist offensichtlich,
dafl das Ersetzbarkeitstheorem fiir den Fall gilt, wenn C die Formel A ist und an genau einer
Stelle ersetzt wird. Dieser Fall wird im weiteren Beweis nicht mehr beriicksichtigt.
Anfangsschritt: C enthilt null Operatoren, ist also eine Aussagenvariable a. Wenn nun an
genau einer Stelle ersetzt wird, so ist A die Variable a, C' ist die gleiche Variable « und C[A/B]
ist die Formel B. MT$& gilt in diesem Falle auf Grund der Voraussetzung des Metatheorems.
Induktionsannahme: MTS gilt fiir alle Formeln C, die weniger als n Operatoren enthalten
(n>1).
Induktionsschritt: Es gilt zu zeigen, dafi MT$3 fiir eine beliebige Formel C' mit n Operatoren
gilt.
C kann dann nach der Formeldefinition nur eine der folgenden Formen haben:

1)~D,2) DNE,3) DVE,4) DD E,5) D=E,6)D|E,7) Dt{E.

In allen sieben Féllen enthalten die Formeln D und E weniger als n Operatoren, und nach der
Induktionsvoraussetzung gilt unter der Bedingung, dafl A ~ B:

D ~ D[A/B],

E ~ E[A/B].
Im ersten Fall, wo C' die Form ~D hat, erhalten wir die Behauptung von MT3 aus der Induk-
tionsvoraussetzung und M7T'1

1) ~D =~ ~D[A/B].

In den Fillen 2-7 kann die eine Ersetzung von A durch B entweder in der Teilformel D oder in
der Teilformel E vorgenommen werden, falls nicht die gesamte Formel ersetzt wird. Auf Grund
der Reflexivitit der Aquivalenz gilt D ~ D und E ~ E. Aus diesen Aquivalenzen und der

Induktionsvoraussetzung erhalten wir mit Hilfe von M72 in den Fillen 2-7 die Behauptung des
Metatheorems MTS:

9) DAE=(DAE)A/B]

3) DVE~ (DVE)A/B]

4) DD E=(DDE)A/B]

5) D=E~ (D =EFE)[A/B|

6) D|E~(D|E)A/B]

7 DtE=~(DtE)A/B].

Wir erinnern daran, dafl DA E[A/B] und D[A/B]AE dieselben Formeln sind wie (DA E)[A/B]
(gleiches gilt bei Verwendung der anderen Operatoren). Aus MT3 ergibt sich unmittelbar:
MT4. Wenn A~ B und C eine Tautologie ist, so ist C'[A/B] eine Tautologie.

MT5. Wenn A = B und C eine Kontradiktion ist, so ist C[A/B] eine Kontradiktion.

Ubungen:

1. Erldutern Sie den Unterschied zwischen einer Einsetzung und einer Ersetzung sowie
zwischen der Einsetzungsregel und dem Ersetzbarkeitstheorem!

2. Welche Formeln bezeichnet das Symbol C[A/B]|, wenn C die Formel p D (¢ D r) D
D(p>qD(p>Dr)), A die Formel p und B die Formel p A g ist?
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4.12 Definition einer adjunktiven und konjunktiven Normalform

Unter Normalformen versteht man Formeln einer ganz bestimmten logischen Form. Wir be-
trachten hier nur Normalformen mit den Operatoren A, V und ~.

D1. Elementare Formel: Wir nennen eine Formel genau dann elementar, wenn sie eine
Variable oder eine einmal negierte Variable ist.

Beispiele fiir elementare Formeln: p, ¢, r, ~p, ~q, ~r.

D2. Elementare Konjunktion:
1) Eine elementare Formel ist eine elementare Konjunktion;
2) wenn A eine elementare Konjunktion und B eine elementare Formel ist, so ist A A B eine
elementare Konjunktion;
3) nur die in den Punkten 1 und 2 angegebenen Formeln sind elementare Konjunktionen.
Beispiele fiir elementare Konjunktionen: p, ~p, pAq, pAgAT, pA~g AT A ~D.

Wir erinnern daran, daff nach unseren Regeln zur Klammereinsparung die angegebenen
Formeln mit dem Operator A entsprechende Abkiirzungen der Formeln (p A q), ((p A q) A7),
(((p A ~q) Ar) A ~p) sind. Die Formeln p A (¢ Ar) und (p A q) A (~g A r) sind hingegen keine
elementaren Konjunktionen, da (gAr) und (~gAr) keine elementaren Formeln sind (vgl. Punkt
2 der Definition D2).

D3. Elementare Adjunktion:

1) Eine elementare Formel ist eine elementare Adjunktion;
2) wenn A eine elementare Adjunktion und B eine elementare Formel ist, so ist A V B eine
elementare Adjunktion;
3) eine Formel ist nur auf Grund von 1 und 2 eine elementare Adjunktion.
Beispiele elementarer Adjunktionen: p, ~ p, pV g, pVqVr,pV ~gVrV~p.

Die hier angegebenen Formeln mit dem Operator V sind Abkiirzungen fir: (p V g),
(pvg vr), ((pV ~q) Vr)V~p). Die Formeln pV (gVr), (pVq)V (~qVr) sind keine
elementaren Adjunktionen.

MT1. Eine elementare Konjunktion ist genau dann eine Kontradiktion, wenn in ihr minde-
stens eine unnegierte Variable und die Negation dieser Variablen gemeinsam vorkommen.

MT?2. Eine elementare Adjunktion ist genau dann eine Tautologie, wenn in ihr mindestens
eine unnegierte Variable und die Negation dieser Variablen gemeinsam vorkommen.

Die Theoreme MT1 und MT2 sind auf Grund der Definition von ~, A und V offensichtlich.

D4. Adjunktive Normalform:

1) Wenn A eine elementare Konjunktion ist, so befindet sich A in der adjunktiven Normal-
form;
2) wenn A sich in der adjunktiven Normalform befindet und B eine elementare Konjunktion
ist, so befindet sich AV B in der adjunktiven Normalform;
3) eine Formel befindet sich nur in den unter Punkt 1 und 2 angegebenen Féllen in der
adjunktiven Normalform.
Beispiele fiir Formeln in der adjunktiven Normalform: p, ~p, pV ¢, pAq, pAqV ~p A ~q A
ArV D1-
Wir erinnern daran, dafi die letzte Formel eine Abkiirzung fiir die Formel (((p A q) V
V ((~p A ~q) A7)V p1) ist. Die Formeln p D ¢q, (p V q¢) Ar, pV (¢ A ~~r) befinden sich
nicht in der adjunktiven Normalform, da die erste den Operator O enthilt und die zweite
und dritte Formel nicht dem Punkt 2 entsprechen (in der zweiten Formel wird r mit Hilfe des
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Abschnitt 4.13  Uberfihren in Normalformen

Operators A und nicht mit Hilfe des Operators V hinzugefiigt; in der dritten wird die Formel
g A ~~r zwar mit Hilfe von V hinzugefiigt, sie ist aber keine elementare Konjunktion).

D5. Konjunktive Normalform:

1) Wenn A eine elementare Adjunktion ist, so befindet sich A in der konjunktiven Normal-
form;

2) wenn sich A in der konjunktiven Normalform befindet und B eine elementare Adjunktion
ist, so befindet sich A A B in der konjunktiven Normalform;

3) eine Formel befindet sich nur in den unter Punkt 1 und 2 angegebenen Fillen in der
konjunktiven Normalform.

Beispiele fiir Formeln in der konjunktiven Normalform: p, ~ p, pV g, p A g, (pV q) A
A(~pVqVr)Ap.

Die Formeln p D ¢, (p Aq) Vr, p A (qV ~~r) befinden sich nicht in der konjunktiven
Normalform.

MT3. Eine Formel in der konjunktiven Normalform A; A ... A A, (n > 1) ist genau dann
eine Tautologie, wenn alle Konjunktionsglieder Ay, ..., A, Tautologien sind.

MT4. Eine Formel in der adjunktiven Normalform A; V...V A, (n > 1) ist genau dann eine
Kontradiktion, wenn alle Adjunktionsglieder Aq, ..., A, Kontradiktionen sind.

Die Theoreme MT8 und MT} sind auf Grund der Definitionen einer Tautologie, einer Kontra-
diktion und der logischen Operatoren sowie der Theoreme M7T71 und MT2 offensichtlich.

Ubungen:

Welche der folgenden Formeln befinden sich in der konjunktiven oder adjunktiven Normalform:
a) pA~pVgq B)pA(gnr)

b) r g) pVrA~pVpAp

c)pVrVp h) pvV~pAqV(rAp)

d)pA~gAgVpAr 1) (pVrVg) A(~pV ~rV~q)

e) ~~r Vo ~or pDdgVvr

4.13 Uberfiihren von beliebigen Formeln in ihnen #iquivalente adjunktive und
konjunktive Normalformen

MT1. Jede beliebige Formel A li8t sich in eine ihr #quivalente Formel B in adjunktiver
Normalform {iberfiihren.

MT?2. Jede beliebige Formel A 1463t sich in eine ihr dquivalente Formel B in konjunktiver
Normalform {iberfiihren.

Wir verzichten auf einen Beweis von MT1 und MT2 (vgl. Sinowjew/Wessel 1975). Statt dessen
geben wir ein effektives Verfahren an, nach dem man jede Formel in eine ihr dquivalente Formel
in der adjunktiven bzw. konjunktiven Normalform iiberfiihren kann. Dieses Verfahren stiitzt
sich auf das Ersetzbarkeitstheorem fiir die Aquivalenz aus Abschnitt 11, auf die Transitivitit
der Aquivalenz (T4 aus Abschnitt 8) sowie auf die Theoreme T5, T7-T9 und T12 bis T19 aus
Abschnitt 8.

Verfahren zur Uberfithrung einer Formel in eine ihr dquivalente Formel in adjunktiver Normal-
form

Es werden folgende Umformungen mit der Formal A und den Formeln, die man im Ergebnis
dieser Umformungen erhélt, durchgefiihrt:
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1) Aus einer Formel werden alle von ~, A und V verschiedenen Operatoren durch folgende
Ersetzungen eliminiert:
alle Vorkommen der Form C' | D werden durch ~C'V ~D ersetzt,
alle Vorkommen der Form C' 1 D werden durch ~C' A ~D ersetzt,
alle Vorkommen der Form C' = D werden durch (~C'V D) A (C'V ~D) ersetzt,
alle Vorkommen der Form C' D D werden durch ~C'V D ersetzt;

2) alle Vorkommen der Form ~(C A D) werden durch ~C'V ~D und alle Vorkommen der Form
~(C'V D) werden durch ~C' A ~D ersetzt;

3) alle Vorkommen der Form (C'V D) A E bzw. E A (CV D) werden durch (CAE)V (DAE)
ersetzt;

4) alle Vorkommen der Form ~~C werden durch C ersetzt;

5) alle Vorkommen der Form C' A (D A E) werden durch C' A D A E und alle Vorkommen der
Form C'V (D V E) werden durch C'V D V E ersetzt.

Im Ergebnis dieser Operationen erhilt man eine Formel B, die sich in der adjunktiven Nor-
malform befindet und mit der Formel A dquivalent ist. Die Aquivalenz A ~ B ist aus dem
Verfahren, wie man B gewinnt, offensichtlich, denn bei allen angegebenen Ersetzungen werden
Formeln durch ihnen #quivalente ersetzt, und nach dem Ersetzbarkeitstheorem fiir Aquivalen-
zen erhalten wir nacheinander A ~ Ay, A; ~ As,..., A,_1 ~ A,, A, = B und auf Grund der
Transitivitit der Aquivalenz A ~ B.

Das Uberfiihren einer Formel A in eine ihr dquivalente Formel B in adjunktiver Normform
148t sich oft verkiirzen, wenn man im Punkt 1 zusétzlich folgende Ergéinzungen vornimmt;:

1) alle Vorkommen der Form ~(C' | D) werden durch C' A D ersetzt,
alle Vorkommen der Form ~(C' 1 D) werden durch C'V D ersetzt,
alle Vorkommen der Form ~(C' = D) werden durch (C' A ~D) V (NC' A D) ersetzt,
alle Vorkommen der Form N(C D D) werden durch C' A ~D ersetzt.

Verfahren zur Uberfithrung einer Formel in eine ihr dquivalente Formel in konjunktiver Nor-
malform

Das Verfahren zur Uberfiihrung einer Formel A in eine ihr fiquivalente Formel B in konjunk-
tiver Normalform unterscheidet sich von dem angegebenen Verfahren zur Uberfiihrung in eine
adjunktive Normalform nur in Punkt 3:

3) alle Vorkommen der Form (C' A D)V E bzw. EV (C A D) werden durch (C'V E)A (D V E)
ersetzt.

Mit MT1 und MT2 sowie MT1-MT} des vorhergehenden Abschnitts haben wir ein weiteres
Entscheidungsverfahren fiir die klassische Aussagenlogik. Um festzustellen, ob eine beliebige
Formel A eine Tautologie, Kontradiktion oder eine logisch indeterminierte Formel ist, iiberfiih-
ren wir A zunéchst in eine ihr dquivalente konjunktive Normalform B. Enthélt jede elementare
Adjunktion in B eine Aussagenvariable und deren Negat, so ist B und damit auch A eine Tau-
tologie und das Uberpriifungsverfahren ist beendet. Ist dies nicht der Fall, so ist B und damit
auch A keine Tautologie. Dann tiberfiihren wir A in eine ihr dquivalente adjunktive Normalform
C. Enthilt jede elementare Konjunktion in C' eine Aussagenvariable und deren Negat, so ist C'
und damit auch A eine Kontradiktion. Ist dies nicht der Fall, so ist C' und damit auch A eine
logisch indeterminierte Formel.

Wir betrachten einige Beispiele. Erstes Beispiel: Es sei zu priifen, ob p D ¢ D p D p eine
Tautologie, Kontradiktion oder eine logisch indeterminierte Formel ist. Wir tiberfithren diese
Formel in eine ihr dquivalente konjunktive Normalform:
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pDOqgOpDOp Ersetzungen von A D B durch ~AV B
~pVqgOpOp

~(~pVq)VpDOp

~(~(~pVq)Vp)Vp (AD B/~AV B)
~r(~pVq) A~pVp (~(AV B)/~A N ~B)
(~pV @) A~pVp (~rAJA)
(~pVqVp)A(~pVp) ((AAB)VC/(AVC)A(BVC))

Die Formel in Zeile 7 befindet sich in der konjunktiven Normalform und ist eine Tautologie,
also ist auch p D ¢ D p D p eine Tautologie.

Zweites Beispiel: Es sei zu iiberpriifen, ob die Formel p | ¢ = p A ¢ eine Tautologie, Kontra-

diktion oder logisch indeterminierte Formel ist. Wir iiberfiithren sie zunéichst in eine konjunktive
Normalform (die Hinweise auf die entsprechenden Aquivalenzen beziehen sich auf Abschnitt 8).

NSOt WD

pla=pAhg

~pV~qg=pAq (T14)
(~(~pV~q) VDPAG A (~pV ~qV ~(pAq)) (T18)
(~~p AemgVp A A (~p VgV ~(pAq)) (T12)
(~~p AemgVpAG A (~pV gV (~pV~q)) (T12)
(PAGVDPAG N (~pV gV (~pVe~g)) (T5)
(pAg) A(~pV~q) (76)

Die Formel 7 befindet sich in der konjunktiven Normalform und ist keine Tautologie.
8. pAGA~PVDPAGA~q (T9)

Die Formel 8 befindet sich in der adjunktiven Normalform und ist eine Kontradiktion, also ist
auch p | ¢ = p A q eine Kontradiktion.

Ubungen:

Uberfiihren Sie folgende Formeln in eine konjunktive Normalform:
a) p2(q27r)D(pDq¢D(pDrT))

b) (p=¢q) = (~p=~q)

c)plplp)

Uberfiihren Sie folgende Formeln in eine adjunktive Normalform:

a) pt(pTp)

b) (p=4q) =~(~p=~q)

c) (p2g¢D>pDp)|(p=p)

Uberpriifen Sie mit Hilfe von Normalformen, ob die folgenden Formeln Tautologien,
Kontradiktionen oder logisch indeterminierte Formeln sind:

a) pD gD (~gD~p)

b) pl(pl(gl(g]q)

c) (p2¢)>r>(p>r>(g>r))

d)p=p=p=p
e) pD (gD (rop)
fyp=p=pi(ip)

63



4. Kapitel  Zweiwertige Aussagenalgebra

4.14 Ausgezeichnete konjunktive und adjunktive Normalformen

D1. Ausgezeichnete konjunktive Normalform: Eine Formel A befindet sich genau dann
in einer ausgezeichneten konjunktiven Normalform, wenn sie die Form A; A ... A A4, (n > 1)
hat und auflerdem folgende Bedingungen erfiillt:

1) Jedes A; (i =1,...,n) ist eine kanonisch geklammerte Adjunktion von elementaren For-
meln;

2) in jedem Konjunktionsglied A; kommen alle in A vorkommenden Variablen alphabetisch
geordnet vor;

3) jede Variable kommt in jedem Konjunktionsglied genau einmal vor;
4) wenn n > 2, so unterscheiden sich zwei Konjunktionsglieder A; und Aj aus Ai,..., A,

derart, dal mindestens eine Variable in einer der Formeln A; und A negiert und in der
jeweils anderen unnegiert vorkommt.

Aus Punkt 4 von D1 folgt:

MT1. Wenn A; = f, so Ay = v.

Beispiele fiir Formeln in der ausgezeichneten konjunktiven Normalform:
Py ~q, (PV @) A (~pV ~q), (PV gV T) A(pV gV ~r), (pVaVr) A(pV gV ~r) A(pV~qVr) A
A(~pVqVr).

Die Formeln

pVigVr),pAqg, (VO APV ~pVaq), Ve APV~q A(pVaq)

befinden sich hingegen nicht in einer ausgezeichneten konjunktiven Normalform, da sie in der
angegebenen Reihenfolge die Punkte 1, 2, 3 und 4 der Definition DI nicht erfiillen.

D2. Ausgezeichnete adjunktive Normalform: Eine Formel A befindet sich genau dann
in einer ausgezeichneten adjunktiven Normalform, wenn sie die Form A; V...V A, (n > 1)
hat und auflerdem folgende Bedingungen erfiillt:

1) Jedes A; (i = 1,...,n) ist eine kanonisch geklammerte Konjunktion von elementaren
Formeln;

2) in jedem Adjunktionsglied A; kommen alle in A vorkommenden Variablen alphabetisch
geordnet vor;

3) jede Variable kommt in jedem Adjunktionsglied genau einmal vor;
4) wenn n > 2, so unterscheiden sich zwei Adjunktionsglieder A; und Ay aus A;,..., A,

derart, dal mindestens eine Variable in einer der Formeln A; und Ay negiert und in der
jeweils anderen unnegiert vorkommt.

Aus Punkt 4 von D2 folgt:
MT2. Wenn A; =v,s0 A, = f.

Beispiele fiir Formeln in der ausgezeichneten adjunktiven Normalform:

P, ~q, (PAQV (~pA~q), PAGAT)V (DA~gA~T), (DAGAT)V (DAGA~T)V (PA~gAT)V
V(~pAgAT).

Die Formeln

pA(@AT), pVr, (DAQV (PA~PAQ), (PAQV(PA~g) V(PAQ)

befinden sich hingegen nicht in einer ausgezeichneten adjunktiven Normalform, da sie in der
angegebenen Reihenfolge die Punkte 1, 2, 3 und 4 der Definition D2 nicht erfiillen.
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MT3. Fiir jede nichttautologische Formel A lé8t sich eine zu ihr dquivalente Formel B in
der ausgezeichneten konjunktiven Normalform angeben.
Beweis von MT§: Angenommen, ai,...,a, (n > 1) seien alle in A vorkommenden Variablen
in alphabetischer Ordnung. Mit Hilfe der Definitionen (Wahrheitstabellen) fiir die logischen
Operatoren lift sich eine Tabelle
al PR an A
a1

X

Of2n

aufbauen, in der in dem Rechteck X alle moglichen Wertkombinationen fiir die Variablen
ai,...,a, aufgezihlt sind und «q,...,asm die Werte der Formel A bei diesen Wertkombina-
tionen sind. Da A keine Tautologie ist, nimmt A mindestens einmal den Wert f an. Wir
wihlen die erste Zeile aus, in der «; (i = 1,...,2") der Wert f ist. Wir bilden dann die
elementare Adjunktion D; auf folgende Weise:

Wenn bei der Wertkombination der Variablen in dieser Zeile die Variable a; (j = 1,...,n)
den Wert f hat, so geht a; unnegiert in D; ein; wenn hingegen a; den Wert v hat, so geht
~a; in D; ein. Beim Aufbau von D; beachten wir die alphabetische Ordnung der Variablen.
Danach wihlen wir - falls es eine solche gibt - die néchste Zeile der Tabelle, in der A den Wert
f hat, und bauen analog zu D; eine elementarere Adjunktion Dy auf. In dieser Weise verfah-
ren wir, bis alle Wertkombinationen der Variablen aq, ..., a, erschopft sind, bei denen A den
Wert f annimmt. Angenommen, Dy, ..., D,, (m > 1) seien alle so gewonnenen elementaren
Adjunktionen. Wir bilden jetzt die Konjunktion Dy A ... A D,,. Dies ist die gesuchte Formel
B, die sich in der ausgezeichneten konjunktiven Normalform befindet und mit A dquivalent ist.
Dafl sich B in der ausgezeichneten konjunktiven Normalform befindet, ist aus dem Aufbau von
Di A ... A D, ersichtlich. Die Aquivalenz A ~ D; A ... A D,, beweisen wir folgendermafien:
Wir wiithlen eine beliebige Wertkombination fiir die Variablen aq, ..., a,. Wenn A bei dieser
Wertkombination den Wert f hat, so gibt es unter den Dy, ..., D,, ein D;, das bei dieser Wert-
kombination gleichfalls den Wert f hat, denn wenn eine Variable bei dieser Wertkombination
den Wert f hat, so kommt sie unnegiert in D; vor, und wenn eine Variable bei dieser Wertkom-
bination den Wert v hat, so kommt sie negiert in D; vor. Die elementare Adjunktion D; hat
bei dieser Wertkombination also den Wert f. Folglich hat auch die ausgezeichente konjunktive
Normalform Dy A...A D, bei dieser Wertkombination den Wert f. Hat die Formel A hingegen
bei der betrachteten Wertkombination fiir die Variablen a4, ..., a, den Wert v, so erhalten wir
folgendes Ergebnis: Analog wie die Dy, ..., D,, bauen wir fiir diese Wertkombinationen ein D,,
auf, d. h., wenn a; bei dieser Wertkombination den Wert f hat, so geht a; unnegiert in D, ein,
wenn hingegen a; den Wert v hat, so geht ~a; in D,, ein. D,, hat bei dieser Wertkombination
den Wert f und ist von allen D, ..., D,, verschieden. Nach MT1 haben dann alle D,...,D,,
und folglich auch Dy A ... A D,, den Wert v.

MT4. Fiir jede erfiillbare Formel A i3t sich eine zu ihr dquivalente Formel B in der ausge-
zeichneten adjunktiven Normalform angeben.

Beweis von MT): Da A eine erfiillbare Formel ist, nimmt sie bei mindestens einer Wertkombi-
nation fiir die in ihr vorkommenden Variablen a4, ..., a, den Wert v an. Wir wihlen die erste
Zeile aus, in der «; (i = 1,...,2") der Wert v ist. Dann bilden wir die elementare Konjunktion
D, auf folgende Weise: Wenn bei der Wertkombination der Variablen in dieser Zeile die Va-
riable a; (j = 1,...,n) den Wert v hat, so geht a; unnegiert in D; ein, wenn hingegen a; den
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Wert f hat, so geht ~a; in D; ein. Beim Aufbau von D; beachten wir wieder die alphabetische
Ordnung der Variablen. Danach wihlen wir die néchste Zeile der Tabelle, in der A den Wert
v hat, falls es eine solche gibt, und bauen analog zu D; eine elementare Adjunktion Dy auf. In
dieser Weise verfahren wir, bis alle Wertkombinationen fiir die Variablen aq, ..., a, erschopft
sind, bei denen A den Wert v annimmt. Angenommen, Dy,..., D,, (m > 1) sind alle so gewon-
nenen elementaren Konjunktionen. Wir bilden jetzt die Adjunktion Dy V...V D,,. Dies ist die
gesuchte Formel B, die sich in der ausgezeichneten adjunktiven Normalform befindet und mit A
dquivalent ist. Aus dem Aufbau von Dy V...V D, ist ersichtlich, daf} sich B in der ausgezeich-
neten adjunktiven Normalform befindet. Fiir den Beweis der Aquivalenz A ~ Dy V ...V D,,
withlen wir wieder eine beliebige Wertkombination fiir die Variablen aq,...,a,. Wenn A bei
dieser Wertkombination den Wert v hat, so gibt es unter den Dy, ..., D,, ein D;, das bei dieser
Wertkombination ebenfalls den Wert v hat. Folglich hat auch Dy V...V D, bei dieser Wert-
kombination den Wert v. Hat die Formal A hingegen bei der betrachteten Wertkombination
den Wert f, so bauen wir wieder ein von allen Dy, ..., D,, verschiedenes D,, auf, das bei dieser
Wertkombination den Wert v hat. Auf Grund von MT2 erhalten wir, da3 alle Dy, ..., D,, und
folglich D, V...V D,, in diesem Falle den Wert f haben.

Aus dem Beweis von MT38 und MT/ ergeben sich folgende Metatheoreme:

MT5. Wenn A eine Tautologie mit n Variablen ist, so ist die Zahl der Adjunktionsglieder in
Dy V...V D, gleich 2".

MT6. Wenn A eine Kontradiktion mit n Variablen ist, so ist die Zahl der Konjunktionsglie-
der in D; A ... A Dy, gleich 2™.

MT7. Eine Tautologie besitzt keine ihr dquivalente ausgezeichnete konjunktive Normalform.

MTS8. Eine Kontradiktion besitzt keine ihr dquivalente ausgezeichnete adjunktive Normal-
form.

MT9. Zu jeder Formel gibt es eine zu ihr dquivalente ausgezeichnete konjunktive oder ad-
junktive Normalform.

Aus MT5 folgt:

MT10. Eine Formel in der ausgezeichneten adjunktiven Normalform A; V...V A,, ist genau
dann eine Tautologie, wenn unter den Ay, ..., A,, alle moglichen 2" elementaren Konjunktio-
nen vorkommen, die aus den n in A; V...V A, vorkommenden Variablen gebildet werden
konnen.

Aus MT6 folgt:

MT11. Eine Formel in der ausgezeichneten konjunktiven Normalform A; A ... A A,, ist
genau dann eine Kontradiktion, wenn unter den Ai,..., A,, alle moglichen 2" elementaren
Adjunktionen vorkommen, die aus den n in A; A ... A A,, vorkommenden Variablen gebildet
werden kénnen.

MT12. Eine Formel in der ausgezeichneten konjunktiven Normalform A; A ... A A, (bzw.
in der ausgezeichneten adjunktiven Normalform A; V ...V A,,), die nicht alle moglichen
2" elementaren Adjunktionen (bzw. elementaren Konjunktionen) enthélt, die aus den n in
Ay, ..., A, vorkommenden Variablen gebildet werden kénnen, ist eine logisch indeterminierte
Formel.

MT13. Jede nicht tautologische Formel A 148t sich in eine zu ihr dquivalente ausgezeichnete
konjunktive Normalform tiberfiihren.

Anstelle eines Beweises geben wir wieder ein effektives Verfahren an, wie wir A durch dqui-
valente Umformungen in eine ausgezeichnete konjunktive Normalform iiberfithren kénnen. Im
ersten Schritt {iberfiihren wir A in eine konjunktive Normalform By A ... A B, (n > 1).
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Im zweiten Schritt eliminieren wir mit Hilfe der Aquivalenz B A (C'V ~C V D) ~ B alle
tautologischen B; (i = 1,...,n). Sind alle B; tautologisch, so ist A eine Tautologie und besitzt
keine ausgezeichnete konjunktive Normalform. Da aber A laut Bedingung des Theorems keine
Tautologie ist, bleiben einige elementare Adjunktionen iibrig.

Auf Grund der Beziehung: wenn B ~ D, so B A D ~ B eliminieren wir im dritten Schritt
alle iiberfliissigen équivalenten Konjunktionsglieder.

Wegen A A A ~ A eliminieren wir im vierten Schritt in allen elementaren Adjunktionen
mehrfach vorkommende elementare Formen.

Im fiinften Schritt ergiinzen wir mit Hilfe der Aquivalenz B ~ BV (C A ~C)~ BACV
V BA~C'in den entsprechenden B; alle fehlenden Variablen. Schliellich bringen wir im sechsten
Schritt die elementaren Formeln in die erforderliche Ordnung.

MT14. Jede erfiillbare Formel A it sich in eine zu ihr dquivalente ausgezeichnete adjunk-
tive Normalform iiberfiihren.

A wird zunéchst in eine adjunktive Normalform iiberfiithrt. Dann werden mit Hilfe von B V

V (C' A ~C A D) ~ B alle kontradiktorischen elementaren Konjunktionen eliminiert.

Auf Grund der Beziehung: wenn B ~ D, so BV D & B eliminieren wir alle iiberfliissigen
dquivalenten Adjunktionsglieder. Wegen AV A ~ A eliminieren wir in allen elementaren
Konjunktionen mehrfach vorkommende elementare Formeln.

Mit Hilfe der Aquivalenz B ~ B A (CV ~C) ~ (B AC)V (B A ~C) ergéinzen wir in
den entsprechenden B; alle fehlenden Variablen. Schliellich bringen wir die Variablen in die
erforderliche Ordnung.

Ubungen:

1. Bilden Sie die ausgezeichnete adjunktive Normalform fiir eine Tautologie mit den vier
Variablen py, po, ps, p4!

2. Bilden Sie die ausgezeichnete konjunktive Normalform fiir eine Kontradiktion mit den vier
Variablen P1s P2, P3, p4'

3. Bilden Sie zu den folgenden Formeln &dquivalente ausgezeichnete konjunktive bzw. adjunk-
tive Normalformen:

a) pVgDqAp
b) pD>g>DpDp
c) p=~p
d) p>¢>(~p>D~q)
e) pDgDOrDO(pDr>O(gDdr))!
4. Uberfiihren Sie die Formeln aus Ubung 3 durch dquivalente Umformungen in ausgezeichnete
konjunktive bzw. adjunktive Normalformen!
5. Sind die folgenden ausgezeichneten konjunktiven bzw. adjunktiven Normalformen Tauto-
logien, Kontradiktionen oder logisch indeterminierte Formeln:

a) p
b) ~p
c) pA~p
d) pV~p
e) pAGV ~pAGVPpA~gV ~pA~g
£) V@ A(~pVag APV ~g) A(~pV~q)
g) PAGATN ~pAGATNDNA~GATNDAGNA~TN ~DA~GATN DA g N\ o N op A ~og A ~r
h) (pVagVr)A(~pV~qV~r)?
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4.15 Semantische Tableaus

Eine andere Darstellungsweise der klassischen zweiwertigen Aussagenalgebra als die bisher be-
trachtete wurde von E. W. Beth vorgeschlagen und wird Kalkil der semantischen Tableaus
genannt (Beth 1955, 1962a, 1962b). Beth stellte ein Regelsystem auf, nach dem man von einer
beliebigen Formel der klassischen Ausssagenlogik entscheiden kann, ob sie eine Tautologie ist
oder nicht. Bevor wir die Regeln genau formulieren, erldutern wir die Grundgedanken dieser
Methode: Um nachzuweisen, daf eine gegebene Formel der Aussagenlogik eine Tautologie ist,
kann man annehmen, dafl diese Formel keine Tautologie sei, und diese Annahme dann zum
Widerspruch fithren. Wihrend bei der Methode der Wahrheitstabellen den Aussagenvariablen
alle moglichen Wertkombinationen zugeschrieben werden und dann sukzessive der Wert einer
gegebenen Formel bei diesen Wertkombinationen ermittelt wird, geht man bei der Methode
der semantischen Tableaus umgekehrt vor. Man nimmt an, es gébe eine Wertkombination fiir
die Variablen, bei der die Gesamtformel den Wert f annimmt, ohne zunéchst diese Wertkom-
bination anzugeben. Dann ermittelt man, welche moglichen Werte bei dieser Annahme die
Teilformeln der gegebenen Formel und schliefilich die Aussagenvariablen annehmen kénnen.
Stellt sich dabei heraus, dafl man eine Wertkombination fiir die Variablen konstruieren kann,
bei der die Formel den Wert f annimmt (dafl man ein Gegenbeispiel angeben kann), so ist
die betreffende Formel keine Tautologie. Ergibt hingegen eine Priifung aller Moglichkeiten,
den Variablen Werte zuzuschreiben, dafl keine Wertkombination méglich ist, bei der die For-
mel den Wert f annimmt, so ist die betreffende Formel eine Tautologie. Diese semantischen
Uberlegungen werden von Beth in Form syntaktischer Regeln zur Umformung von Formeln
formuliert.

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel. Es soll gepriift werden, ob die Formel p A g D g A p
eine Tautologie ist. Dazu benutzen wir ein Tableau der folgenden Form, in dem rechts als falsch
angenommene Formeln und links als wahr angenommene geschrieben werden:

v|f
L|pAgDgAnp

Wir haben also angenommen, es gébe eine Wertkombination fiir die Variablen unserer Formel,
bei der diese den Wert f annimmt. Auf Grund der Wahrheitstabelle von O kann das aber nur
der Fall sein, wenn das Antezedent p A ¢ = v und das Konsequent ¢ A p = f. Wir erhalten also
das Tableau:

v | f
1. PAGDGAD
2.pAq|qAp

Die Formel p A q ist aber offenbar nur wahr, wenn p = v und ¢ = v. Wir erhalten also:

v | f
1. PAGDGAD
2.pNq | qAp
3. p
q

Jetzt iiberlegen wir, wann die Formel ¢ A p den Wert f annehmen kann. Das ist auf Grund
der Definition von A der Fall, wenn ¢ = f oder wenn p = f. Wir miissen also zwei Fél-
le unterscheiden und unser Tableau in zwei Teiltableaus aufspalten, die beide Moglichkeiten
berticksichtigen:
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Abschnitt /.15 Semantische Tableaus

v f
1. PAGDGAD
2.pAq|qAp
3.p
q
4 [ fa |p

Eine Analyse des gewonnenen Resultates ergibt: die Formel p A ¢ D q A p kénnte nur in zwei
Fillen den Wert f annehmen, einmal, wenn ¢ = f, p = v und ¢ = v, zum anderen, wenn p = f,
p = v und ¢ = v . Beide Félle sind aber nicht moglich, da jedesmal ein und derselben Variablen
bei einer Wertkombination sowohl der Wert v als auch der Wert f zugeschrieben werden miifite.

Diesen semantischen Uberlegungen kénnen wir folgende syntaktische Form geben:

Im ersten Schritt schreiben wir die zu iiberpriifende Formel in die rechte Spalte des Tableaus.
Dann wird das Tableau nach folgenden Regeln zur Entwicklung der semantischen Tableaus
aufgebaut:

Aus dem jeweiligen linken Tableau (Teiltableau) kann man das jeweilige rechte Tableau
(Teiltableau) herstellen:

1. Regel der vorderen Negation (VN):

A
2. Regel der hinteren Negation (HN):
~A .| ~A
A
3. Regel der vorderen Subjunktion (VS):
ADB]|. ADB
| B | A]
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4.  Regel der hinteren Subjunktion (HS):

ADB

5. Regel der vorderen Konjunktion (VK):

ANB

6. Regel der hinteren Konjunktion (HK):

ANB

ADB

7. Regel der vorderen Adjunktion (VA):

AV B

8. Regel der hinteren Adjunktion (HA):

AV B

ne
.
4
5
AAB
TATB
AV B
ATBT ]
VB
u
B
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9. Regel der vorderen Bisubjunktion (VB):

10. Regel der hinteren Bisubjunktion (HB):

ATB

B4

11. Regel der vorderen Negatadjunktion (VNa):

A|B

A|B

AB

12. Regel der hinteren Negatadjunktion (HNa):

A|B

A
B

A|B

13. Regel der vorderen Negatkonjunktion (VNE):

AtB

ATB

oS
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14. Regel der hinteren Negatkonjunktion (HNE):

AtB . AtB

AlB] |
Diese Regeln ergeben sich unmittelbar aus den semantischen Definitionen der jeweiligen Ope-
ratoren. Treten noch andere Operatoren auf, so kann man leicht die betreffenden Regeln zur
Entwicklung der semantischen Tableaus aufstellen.

Zur Formulierung des Beweisbegriffes treffen wir folgende Festsetzung: Zu den Formeln eines
Teiltableaus eines Tableaus (eines Teiltableaus) gehoren auch alle Formeln des urspriinglichen
Tableaus (Teiltableaus). Weiter sind die linken und die rechten Spalten von einem Teiltableau
eines Tableaus in der Reihenfolge ihres Auftretens von links nach rechts einander zugeordnet.

Ein Teiltableau ist geschlossen genau dann, wenn eine Formel sowohl in seiner linken als
auch in seiner rechten Spalte auftritt. Ein Tableau ist geschlossen genau dann, wenn alle
seine Teiltableaus geschlossen sind. Ein geschlossenes Tableau ist ein Beweis einer Formel.
Das Geschlossensein eines Tableaus (eines Teiltableaus) kennzeichnen wir dadurch, da§ wir die
entsprechenden Spalten unterstreichen. Es gilt folgendes Metatheorem, das wir ohne Beweis
angeben:

MT1. Eine aussagenlogische Formel ist genau dann eine Tautologie, wenn es fiir sie einen
Beweis im Kalkiil der semantischen Tableaus gibt.

Wir betrachten einige Beispiele:

v /
L. PAGD ~(~pV ~q)
2. pAq ~(~pV ~q)
3. p
q
4. ~pV ~q
d. ~p | ~q | 6. p | q

Die betrachtete Formel ist eine Tautologie, da das Tableau geschlossen ist (im linken Teiltableau
tritt p links und rechts auf, im rechten Teiltableau q).

f
1. pPOqgOpOp
2.pDgDp|p
3. D PDOq
4. p q

Auch diese Formel ist eine Tautologie, da das Tableau geschlossen ist.

v f
1. pVgDOpAg
2. pVyq pPAg
3.p |q
4] | Llelalrle
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Die betrachtete Formel ist keine Tautologie, da sich das Tableau nicht abschlielen Li63t.

D1. Eine Formel B folgt semantisch aus den Formeln Ay,..., A, (n > 1) (oder ist eine
semantische Folgerung aus den Formeln Ay, ..., A,) genau dann, wenn folgende Abhén-
gigkeit gilt: wenn A; =wv,..., A, = v, s0 B =v (d. h., wenn wir jeder der Formeln Ay,... A,
den Wert v zugeschrieben haben, so miissen wir in der Folge davon auch der Formel B den
Wert v zuschreiben). Wir nennen Ay, ..., A, Voraussetzungen und B Folgerung der se-
mantischen Folgebeziehung. Symbolisch schreiben wir die semantische Folgebeziehung in
folgender Form: Ay,..., A, = B.

Mit Hilfe der semantischen Tableaus kann auch iiberpriift werden, ob zwischen Formeln die
semantische Folgebeziehung besteht oder nicht. Um zu priifen, ob Ay,..., A, = B gilt oder
nicht, schreibt man die Formeln A;,..., A, untereinander in die linke Spalte des Tableaus
und die Formel B in die rechte. Die Formel B folgt genau dann semantisch aus den Formeln
Ai, ..., A, wenn das so aufgebaute Tableau abgeschlossen werden kann.

Die Methode der semantischen Tableaus ist zwar nur eine andere Darstellungsweise der zwei-
wertigen Aussagenalgebra. Sie macht jedoch, wie wir spéter sehen werden, den Zusammenhang
zwischen einem semantischen Aufbau der klassischen zweiwertigen Logik und dem Sequen-
zenkalkiil besonders deutlich. Dariiber hinaus wurde durch diese Methode der semantischen
Tableaus P. Lorenzen zu seinem dialogischen Aufbau der Logik angeregt.

Ubungen:

1. Uberpriifen Sie mit Hilfe der semantischen Tableaus, ob folgende Formeln Tautologien sind
oder nicht:

a) pDOqgDO(pATrDgAT)
b) (D) A(rDp)AlpVr)DqVp
c)pD(gDr)=pDgOr
d) pogAr=(po39gnpo7)
2. Uberpriifen Sie mit Hilfe der semantischen Tableaus, ob folgende semantische Folgebezie-
hungen gelten oder nicht:

a) pDq,r DpL,pVr,~qAp)FE(@Dp)AlpLDr)
b)plgl(plq Frig

) pPA~PEq
d) gE=pV~p
3. Formulieren Sie die Regeln zur Entwicklung der semantischen Tableaus fiir folgende
Operatoren:
A B|ACB|A:B
vov v f
v f v v
fow f v
ff v f

4.16 Innerlogische und auflerlogische Anwendungen der Aussagenalgebra

Die Aussagenalgebra ist fiir sich genommen noch keine logische Theorie. Sie ist nur ein Mittel
zur Losung bestimmter Probleme der Logik und fiir den Aufbau einer logischen Theorie, die die
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Eigenschaften bestimmter Arten von Aussagen beschreibt. Hierzu ist es notwendig, die Sprache
der Aussagenalgebra mit Hilfe logischer Termini zu interpretieren. Diese Interpretation hat
folgende Form: Die Aussagenvariablen werden als Bezeichnung fiir solche Aussagen gewéihlt,
die sich nicht in andere Aussagen und die Operatoren ,nicht“, ;und“, ,oder*“ usw. aufgliedern
lassen. Solche Aussagen sind unter dem Gesichtspunkt des vorliegenden Bereiches der Logik
einfache Aussagen. Solche Aussagen sind beispielsweise ,Das Elektron ist negativ geladen*®,
»Alle geraden Zahlen sind ohne Rest durch 2 teilbar“. Aussagenlogische Formeln, die die
Operatoren ~, V, A usw. enthalten, werden als zusammengesetzte Aussagen aufgefafit, die
aus einfachen Aussagen und den genannten Operatoren gebildet sind. Solche Aussagen sind
beispielsweise: ,,Nicht alle Zahlen sind ohne Rest durch 2 teilbar®, ,Das Elektron ist negativ
geladen, wihrend das Positron positiv geladen ist*.

Die Operatoren ~, V, A usw. werden als aussagenbildende logische Operatoren gedeutet,
die man mit den Woértern ,nicht“ ,oder“, ,und“ usw. lesen kann. Dabei entsprechen die-
se Operatoren nicht vollstéindig den angegebenen Wortern. Sie driicken nur bestimmte ihrer
Eigenschaften aus bzw. erfiillen nur bestimmte Funktionen dieser Worter in der Sprache, die
durch die Definitionen der Operatoren festgelegt sind. Die Zeichen v und f werden entsprechend
als die semantischen Termini ,wahr“ und ,nicht wahr® ( falsch“) gedeutet. Die Definitionen
der logischen Operatoren mit Hilfe dieser Termini dienen gleichzeitig als Regeln, nach denen
man die Wahrheitswerte zusammengesetzter Aussagen ermitteln kann, wenn man die Wahr-
heitswerte der in ihnen vorkommenden einfachen Aussagen kennt, und umgekehrt.

Die Subjunktion wird als der Operator ,wenn ..., so ...“ oder als das logische Prédikat ,aus
... folgt logisch ...“ gedeutet. Dabei wird A O B als ,wenn A, so B* oder als ,,Aus der Aussage
A folgt logisch die Aussage B“ gelesen. Auf die mit dieser Deutung zusammenhéngenden
Probleme gehen wir spéter ein.

Die Tautologien werden als Behauptungen gedeutet, die allein auf Grund der Definitionen der
logischen Operatoren und unabhingig davon, woriiber in den einfachen Aussagen gesprochen
wird, wahr sind. So ist die Behauptung A V ~A fiir beliebige Aussagen A wahr, unabhéngig
davon, was in A ausgesagt wird. Sie ist deshalb wahr, weil die Operatoren ~ und V gerade so
eingefiithrt wurden.

Tautologien mit der Subjunktion als Hauptoperator werden als Schlufiregeln zur Gewinnung
von Aussagen aus anderen Aussagen gedeutet. So deutet man beispielsweise die Tautologien
AANB D Aund (AVB)A~AD B als ,Aus A A B folgt (ist ableitbar) A bzw. ,Aus (AV B)
und ~A ist B ableitbar*.

Das Uberfiihren von Formeln in eine Normalform wird als ein Uberfiihren von Aussagen in
eine solche Form gedeutet, in der ihr Sinn, ihre moglichen Folgerungen usw. deutlicher werden.

Die Aussagenalgebra ist ein bequemes und zuverlissiges Mittel fiir die Losung der angegebe-
nen logischen Probleme, denn sie stellt fiir Aussagen (und Operatoren) des angegebenen Typs
in erschopfender Weise und mit ausreichender Strenge Regeln auf. Die Sprache der Aussa-
genalgebra 143t sich aber auch in auflerlogischer Terminologie interpretieren. Dabei werden die
Variablen als Bezeichnungen von Objekten eines bestimmten Untersuchungsbereichs, die Zei-
chen v und f als sich gegenseitig ausschliefende Eigenschaften dieser Objekte und die logischen
Operatoren als Bezeichnungen fiir bestimmte Wechselbeziehungen dieser Objekte gedeutet. All-
gemein bekannt ist beispielsweise die Verwendung der Aussagenalgebra in der Schaltalgebra.
Dabei werden die Variablen als Bezeichnungen von Schaltern betrachtet, v und f bezeichnen
entsprechend die Zustédnde der Schalter ,eingeschaltet und ,ausgeschaltet®, der Operator A
wird als Bezeichnung einer Reihenschaltung und der Operator V als Bezeichnung einer Parallel-
schaltung angesehen. Eine solche Anwendung der Aussagenalgebra als Mittel zur Untersuchung
eines bestimmten Objektbereiches selbst und nicht der Sprache der Wissenschaft iiber diesen
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Bereich ist jedoch nicht kennzeichnend fiir die Anwendung der Logik als Wissenschaft. Hier
werden nur Untersuchungsverfahren benutzt, die in der Wissenschaft der Logik verwendet wer-
den, deren Anwendungsbereich aber nicht nur auf die Logik beschrankt ist.
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5. Kapitel
Ein System des natiirlichen Schlieflens der
klassischen zweiwertigen Aussagenlogik

5.1 Natiirliches Schlieflen. Alphabet und Formeldefinition

Bei der Behandlung des wahrheitsfunktionalen Aufbaus der Aussagenlogik haben wir kennen-
gelernt, wie man aus Tautologien der Form A O B aussagenlogische Schlufiregeln erhilt, die
dann beim praktischen logischen Schlieflen verwendet werden kénnen. Wir haben zwar in der
zweiwertigen Aussagenalgebra mit den Wahrheitstabellen ein einfaches Entscheidungsverfahren,
um festzustellen, ob eine Formel eine Tautologie ist oder nicht und ob eine Schlufiregel giiltig
ist oder nicht, doch unterscheidet sich dieses Verfahren grundlegend von der Vorgehensweise
beim praktischen logischen Schlieen. Deshalb wurden Systeme der Aussagenlogik entworfen,
die dem praktischen logischen Schlieflen oder dem natiirlichen Schlieflen in den Wissenschaften
mehr entsprechen. Es handelt sich hier um einen regellogischen Aufbau, d. h., es werden einige
Grundregeln ohne Beweis akzeptiert, mit deren Hilfe man alle anderen giiltigen aussagenlogi-
schen Regeln gewinnen kann. Die ersten Systeme dieser Art wurden unabhéingig voneinander
von dem deutschen Logiker G. Gentzen (Gentzen 1934-1935) und dem polnischen Logiker St.
Jaskowski (Jaskowski 1934) vorgeschlagen. Wir stellen hier ein von den polnischen Logikern J.
Stupecki und L. Borkowski aufgebautes System (J. Stupecki/L. Borkowski 1967) in modifizierter
Form vor.

Beim Aufbau dieses Systems des natiirlichen Schlieens verwenden wir folgendes Alphabet:

1. p, g, r mit oder ohne Indizes als Aussagenvariablen;

2. die Operatoren ~, A, V, D, =, | und {, die entsprechend als ,nicht“, ,jund“, ,oder*
(yoder/und®), ,wenn ..., so ...“, ,egenau dann, wenn*, ,nicht beide“ und ,weder ..., noch
... der Umgangssprache gedeutet werden;

3. (,) - Klammern als Hilfszeichen.

Wir wihlen dieselbe Formeldefinition wie in Abschnitt 2 des vierten Kapitels und iiberneh-
men auch die dort getroffenen Vereinbarungen iiber Klammereinsparungen sowie die iibrigen
terminologischen Festsetzungen dieses Abschnitts.

Bevor wir die Grundregeln der Aussagenlogik formulieren, betrachten wir folgenden einfachen
Beweis eines mathematischen Satzes:

Wenn z >y D ~(y > x) gilt, so gilt auch ~(z > z).

2 und y sind hier Variablen, die Werte aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen annehmen, und
»> " ist das iibliche Zeichen fiir ,grofler als“. Der mathematische Satz ist als Konditionalsatz
formuliert. In unserem Beweis konnen wir deshalb die Bedingungen des Theorems als Voraus-
setzungen des Beweises setzen und daraus die Behauptung ~(xz > x) ableiten. Damit wiire
der mathematische Satz bewiesen. Wir wollen den Beweis in einzelne numerierte Beweiszeilen
zergliedern. In der ersten Zeile schreiben wir die Bedingung des Theorems als Annahme des
Beweises:

1. 2>y D ~(y>x) (Annahme des Beweises)
2. x>z D ~(z > z) (Einsetzung aus 1)
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5. Kapitel — Natiirliches Schliefsen

Wir fithren den Beweis indirekt, d. h., wir nehmen an, die zu beweisende Folgerung gelte nicht,
und fiithren dann diese Annahme zum Widerspruch.

3. ~~(z > x) (Annahme des indirekten Beweises)

Da die doppelte Negation einer Behauptung gleichbedeutend mit der Behauptung ist, gilt

4. z>x

Wir betrachten jetzt die Beweiszeilen 2 und 4, und da 4 der Vordersatz von 2 ist, erhalten wir
5. ~(z>x).

Mit 4 und 5 haben wir zwei sich widersprechende Sétze gewonnen und somit die Annahme des
indirekten Beweises als unrichtig nachgewiesen. Es gilt also ~(z > ).

Wenn wir diesen Beweis analysieren, so kénnen wir feststellen, daf in ihm zwei Arten von
Regeln benutzt werden. Einerseits sehen wir, dal der Gesamtbeweis eine bestimmte Struktur
besitzt, in unserem Beispiel ist es ein indirekter Beweis. Die Annahme des indirekten Beweises
wird zum Widerspruch gefiihrt. Aufler den indirekten gibt es auch direkte Beweise. Die Regeln,
die die Struktur eines Beweises bestimmen, wollen wir Strukturregeln nennen. Wir werden sie
spiter genau formulieren. Andererseits wird innerhalb des betrachteten Beweises der Ubergang
zu neuen Beweiszeilen nach bestimmten logischen Regeln vollzogen, die wir Regeln zum Hin-
zufiigen neuer Zeilen zum Beweis nennen. Im folgenden Abschnitt geben wir die Grundregeln
zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis sowie die Strukturregeln zum Aufbau eines direkten
und indirekten Beweises im System des natiirlichen Schlieens der Aussagenlogik an.

5.2 Grundregeln und Strukturregeln im System des natiirlichen Schlief3ens

Die Regeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis schreiben wir in der Form

A

Ay

B 3
wobei n > 1, die Formeln A, ..., A, iber dem Strich die Priamissen (oder Voraussetzungen) der
SchluBregel und die Formel B unter dem Strich die Konklusion (oder Folgerung) der Schlufiregel
genannt werden. Solch eine Schlufiregel gestattet es, in einem Beweis, in dem die Formeln
Ay, ..., A, (in beliebiger Reihenfolge) bereits vorkommen, als neue Zeile die Formel B zu
schreiben.

Wir benutzen bei unserem Aufbau der Aussagenlogik folgende Regeln zum Hinzufiigen neuer

Zeilen zum Beweis:

1. Abtrennungsregel (AR):

ADB
A

B
Ein Beispiel fiir eine Anwendung dieser Regel in der Umgangssprache ist das folgende:

Wenn es regnet, so wird das Pflaster na8.
Es regnet.
Das Pflaster wird naf.
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Abschnitt 5.2 Grundregeln und Strukturregeln

2. Einfihrungsregel der Konjunktion (EK):

A
B

AANB

Beispiel: Es regnet.
Das Pflaster wird naf.
Es regnet, und das Pflaster wird naf.

3. Beseitigungsregel der Konjunktion (BK):

AANB AANB
A B

Aus einer Konjunktion kann man sowohl auf ihr Vorderglied als auch auf ihr Hinterglied schlie-
Ben. Wir konnen diese Regel auch zusammenfassend schreiben:

ANB
A
B

Beispiel: Es regnet, und das Pflaster wird naf.
Es regnet.
Das Pflaster wird na8.

4. Einfihrungsregel der Adjunktion (EA):

A B
AV B AV B

Nach diesen Regeln kann man zu einer Formel eine beliebige andere Formel als Vorderglied oder
Hinterglied adjunktiv hinzufiigen. Wir werden bei der Behandlung der logischen Folgebeziehung
noch sehen, dafl die Einfiihrungsregeln der Adjunktion problematisch sind. Nach diesen Regeln
ist es moglich, beliebige Formeln (in der Anwendung in der natiirlichen Sprache: beliebige
Aussagen) in einen Beweis einzufiihren, die in keinem Zusammenhang mit den Voraussetzungen
stehen. Beim praktischen Schlieflen in den Wissenschaften geht man nicht so vor. Wir kénnen
uns aber leicht davon iiberzeugen, dal durch eine Anwendung dieser Regeln kein Fehler in einem
Beweis entsteht, denn sie fithren von wahren Voraussetzungen stets zu wahren Folgerungen, da
eine Adjunktion schon dann wahr ist, wenn mindestens eines ihrer Glieder wahr ist.

Beispiel: Ich gehe heute ins Kino.
Ich gehe heute ins Kino, oder ich lese ein Buch.
Ich lese heute ein Buch, oder ich gehe heute ins Kino.

5. Beseitigungsregel der Adjunktion (BA):

AV B
~A
B
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5. Kapitel — Natiirliches Schliefsen

Beispiel: Ich gehe heute ins Kino, oder ich gehe ins Theater.
Ich gehe heute nicht ins Kino.
Ich gehe heute ins Theater.

6. FEinfihrungsregel der Bisubjunktion (EB):

ADB
BDOA

A=DB

Beispiel: Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es gleichwinklig.
Wenn ein Dreieck gleichwinklig ist, so ist es gleichseitig.
Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn es gleichwinklig ist.

7. Beseitigungsregel der Bisubjunktion (BB):

A=DB
ADB
BDA

Beispiel: Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn es gleichwinklig ist.
Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es gleichwinklig.
Wenn ein Dreieck gleichwinklig ist, so ist es gleichseitig.

8. Einfihrungsregel der Negatadjunktion (ENa):

A[B A[B

Auch diese Regeln leiden an dem gleichen Mangel wie die Einfithrungsregeln der Adjunktion,
denn auch hier kommen in den Folgerungen Variablen vor, die in den Voraussetzungen fehlen.
Aber auch bei der Anwendung der ENa kénnen in einem Beweis keine Fehler entstehen, denn
wenn die Voraussetzungen dieser Regeln wahr sind, so sind es auch die Folgerungen, da eine
Negatadjunktion schon dann wahr ist, wenn eines ihrer Glieder falsch ist.

Beispiel: Ich gehe heute nicht ins Kino.
Es gilt nicht beides: Ich gehe heute ins Kino, und ich gehe heute ins Theater.

9. Beseitigungsregel fiir die Negatadjunktion (BNa):

A|B
~AV~B

Beispiel: Es gilt nicht beides: Ich gehe heute ins Kino, und ich gehe heute ins Theater.
Ich gehe heute nicht ins Kino, oder ich gehe heute nicht ins Theater.

10. Einfihrungsregel der Negatkonjunktion (ENE):

~A
~B
At B
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Beispiel: Ich gehe heute nicht ins Kino.
Ich gehe heute nicht ins Theater.
Ich gehe heute weder ins Kino, noch gehe ich heute ins Theater.

11. Beseitigungsregel der Negatkonjunktion (BNEk):

At B
~A
~B
Beispiel: Ich gehe heute weder ins Kino, noch gehe ich heute ins Theater.

Ich gehe heute nicht ins Kino.
Ich gehe heute nicht ins Theater.

Mit Hilfe dieser 11 Grundregeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis und der beiden
Strukturregeln zum Aufbau eines direkten und eines indirekten Beweises, die wir im Anschluf}
formulieren, 148t sich die gesamte klassische Aussagenlogik aufbauen. Die 11 Grundregeln sind
leicht zu merken. Wir haben fiir die Subjunktion nur die Abtrennungsregel. Fiir die iibri-
gen zweistelligen Operatoren haben wir jeweils eine Einfiihrungs- und eine Beseitigungsregel.
In den Einfithrungsregeln kommt der betreffende Operator in den Voraussetzungen iiber dem
Strich nicht vor, tritt jedoch in der Folgerung unter dem Strich auf, wihrend in den Beseiti-
gungsregeln der betreffende Operator in den Voraussetzungen, aber nicht in den Folgerungen
vorkommt. Alle Regeln (aufler EA und ENa) sind offensichtlich und werden intuitiv als giiltig
akzeptiert. Aus der von uns getroffenen Formeldefinition ergibt sich, da} jede beliebige Formel
der Aussagenlogik durch das folgende Formelschema erfafit wird:

(FSI) A1 D> (A D> (A3D...D (A, D B)...)), wobein > 0.

Ist der Hauptoperator einer Formel keine Subjunktion, so ist n = 0, und die Formel fillt unter
FSI. Enthilt eine Formel eine Subjunktion als Hauptoperator und hat die Form C D D, so ist
C die Formel A;. Ist der Hauptoperator von D dabei keine Subjunktion, so ist D die Formel B.
Ist der Hauptoperator von D eine Subjunktion, und hat D die Form E D F', so ist I/ die Formel
As, und falls F' als Hauptoperator keine Subjunktion enthélt, ist ' die Formel B. Enthilt F
hingegen die Subjunktion als Hauptoperator, so setzen wir die Aufgliederung der Formel in der
angegebenen Weise solange fort, bis wir auf eine Formel B stoflen, die keine Subjunktion als
Hauptoperator enthélt.

Da alle aussagenlogischen Formeln unter das Formelschema FST fallen, kénnen wir die Struk-
turregeln zum Aufbau eines Beweises beziiglich des Formelschemas FSI formulieren.

I. Strukturregel zum Aufbau eines direkten Beweises einer Formel der Form FSI:

1. In den ersten n Zeilen des Beweises werden Ap,..., A, nacheinander als Annahmen des
Beweises geschrieben.

2. Bereits bewiesene Theoreme kénnen als neue Zeilen zum Beweis hinzugefiigt werden.

3. Auf der Grundlage schon vorhandener Zeilen konnen zum Beweis neue Zeilen nach den
11 Grundregeln AR, EK, BK, EA, BA, EB, BB, ENa, BNa, ENk und BNk hinzugefiigt
werden.

4. Der Beweis einer Formel der Form FSI ist beendet, wenn seine letzte Zeile B ist.
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I1. Strukturregel zum Aufbau eines indirekten Beweises einer Formel der Form FSI:

1. In den ersten n Zeilen des Beweises werden Aq,..., A, nacheinander als Annahmen des
Beweises geschrieben.

2. In der (n + 1)-ten Zeile wird ~B als Annahme des indirekten Beweises (A. d. i. B.)

geschrieben.

Bereits bewiesene Theoreme kénnen als neue Zeilen zum Beweis hinzugefiigt werden.

4. Auf der Grundlage schon vorhandener Zeilen kénnen zum Beweis neue Zeilen nach den
11 Grundregeln AR, EK, BK, EFA, BA, EB, BB, ENa, BNa, ENk und BNFE hinzugefiigt
werden.

@

5. Der indirekte Beweis ist beendet, wenn in ihm eine Formel und ihre Negation als
Beweiszeilen auftreten. Wir kennzeichnen das durch ,Wdspr.“ (Widerspruch) und Angabe
der sich widersprechenden Beweiszeilen.

D1. Eine Formel ist ein Theorem im System des natiirlichen Schlieflens genau dann, wenn
es fiir sie einen direkten oder indirekten Beweis gibt. Wenn A ein Theorem ist, so schreiben
wir dies abgekiirzt mit einem Symbol der Form: - A.

5.3 Beweis einiger Theoreme

Als Beispiel beweisen wir direkt das Transitivitéitsgesetz der Subjunktion:

Tl. pDOgD(¢gDrD>(pDr))

l.pDyg Annahme des Beweises (A. d. B.)
2.qDr Annahme des Beweises (A. d. B.)
3.p Annahme des Beweises (A. d. B.)
4. q (AR, 1., 3.)
5 (AR, 2., 4.)

Hinter die durchnumerierten Beweiszeilen haben wir jeweils geschrieben, wie man die entspre-
chenden Beweiszeilen erhélt. So gewinnt man die ersten drei Zeilen auf Grund der Strukturregel
zum Aufbau eines direkten Beweises als Annahmen des Beweises. Die vierte Zeile erhiilt man
durch AR aus der 1. und 3. Zeile und schliellich die fiinfte Zeile wiederum nach AR aus den
Zeilen 2 und 4.

Auch das Kommutationsgesetz der Konjunktion 148t sich direkt beweisen:

T2, pAgDgAp

1.pAg A.d. B
2. p (BK, 1.)
3. q (BK, 1.)
4. qAp (EK, 3., 2.)

Indirekt beweisen wir das umgekehrte Gesetz der Kontraposition:

T3. ~pD~qgD(gDp)

1. ~p D ~q A.d. B.
2. q A.d. B.
3. ~p A.d. i B.
4. ~q (AR, 1., 3.)

(Wdspr. 2., 4.)
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Auch das folgende Theorem wird indirekt bewiesen:

T4. pVgD(~pDq)

1.pVg A.d. B.
2. ~p A.d. B.
3. ~q A.d. i. B.
4. q (BA, 1., 3.)

(Wdspr. 2., 4.)

Es ist leicht zu sehen, dafl man jeden direkten Beweis in einen indirekten Beweis umformen
kann. Ist der direkte Beweis gefiihrt, so braucht man nur nach der n-ten Zeile die Annahme des
indirekten Beweises ~ B einzuschieben, und man erhélt einen Widerspruch zwischen der (n+1)-
ten Zeile und der letzten Zeile des Beweises, in der ja B steht. Man kommt also beim Aufbau
der Aussagenlogik grundsitzlich mit der Strukturregel zum Aufbau des indirekten Beweises
aus. Die Strukturregel zum Aufbau des direkten Beweises allein ist bei unserem Aufbau nicht
ausreichend.

Methodische Hinweise zum Aufbau eines Beweises:

Zuniichst wird in der zu beweisenden Formel der Hauptoperator ermittelt. Ist der Hauptope-
rator keine Subjunktion, so haben wir keine Annahmen des Beweises. Der Beweis mufl dann
entweder indirekt, mit Hilfe der Negation der zu beweisenden Formel als Annahme des indi-
rekten Beweises, oder aber mit Hilfe von bereits bewiesenen Theoremen gefiihrt werden. Ist
der Hauptoperator eine Subjunktion, so wird das Vorderglied der Subjunktion als Annahme
des Beweises geschrieben. Danach wird mit dem Hinterglied der Subjunktion analog verfahren.
Sind alle Annahmen des Beweises ermittelt, so miissen wir beim direkten Beweis aus ihnen und
bereits bewiesenen Theoremen mit Hilfe der 11 Grundregeln die Formel B ableiten. Gelingt
es nicht, einen direkten Beweis zu fiihren, so nehmen wir noch die Annahme ~B hinzu und
miissen nun mit Hilfe bereits bewiesener Theoreme und der 11 Grundregeln einen Widerspruch
herleiten.

Ubungen:

1. Tlustrieren Sie jede der 11 SchluBregeln durch 2 umgangssprachliche Beispiele!

2. Sind die beiden Schlufiregeln fiir die Adjunktion auch giiltig, wenn wir das Zeichen ,,V*“ als
ausschliefendes ,oder* (,entweder ... oder ...*“) der Umgangssprache deuten? Begriinden
Sie Thre Antwort!

3. Verwenden Sie das Zeichen # als Operator, der das umgangssprachliche ,entweder ... oder
... symbolisiert, und formulieren Sie fiir diesen Operator der Disjunktion eine Einfithrungs-
und Beseitigungsregel!

4. Formulieren Sie die beiden direkten Beweise von T7 und T2 in indirekte Beweise um!

5. Beweisen Sie die folgenden Theoreme im System des natiirlichen Schlieflens:
T5.p>(q>r)D(p2g>(pDr))

T6. pAgqAT DPpA(gAT)
T7. ~~pDp
T8.pDqD(~q D ~p)
T9. pAgDrD(pD(¢gDr))
T10. pO(¢gD7r) D (pAgDT)
T11. pVpDOp
83



5. Kapitel — Natiirliches Schliefsen

T12. ~(p A ~p)

T13. p D ~~p

T14. (p D q) A~qg D ~p
T15. p O (~p D q)!

5.4 Theoreme, Theoremschemata und abgeleitete Schlufiregeln

T16. p=g D (pDq)
1. p=gq A.d. B.
2. p A.d. B.
3. pDgq (BB, 1.)
4. g (AR, 2., 3.)
Nach dem gleichen Schema, wie wir 716 bewiesen haben, 1d8t sich das der Formel p = ¢ D
D (p D q) entsprechende Formelschema A = B D (A D B) beweisen:
TS16. A=B D> (A D B)
1. A=B A.d. B.
2. A A. d. B.
3. ADB (BB, 1.)
i B (AR, 2., 3.)

Ganz gleich, welche Formeln A und B sind, 7516 ist immer ein Theorem, das nach dem
angegebenen Beweisschema bewiesen werden kann. 7576 nennen wir das dem Theorem 776
entsprechende Theoremschema. Allgemein nennen wir den Ausdruck, den man aus einem
Theorem erhélt, wenn man in ihm fiir die Aussagenvariablen Formelvariablen einsetzt, und zwar
fiir gleiche Aussagenvariablen gleiche Formelvariablen und fiir verschiedene Aussagenvariablen
verschiedene Formelvariablen, das diesem Theorem entsprechende Theoremschema. FEs gilt
folgendes Metatheorem:

MT1. Zu jedem Theorem ldft sich das entsprechende Theoremschema beweisen.
Ist ein Theoremschema bewiesen, so sind damit alle Formeln der Aussagenlogik bewiesen,

die die logische Form dieses Theoremschemas haben. Aus MT1 ergibt sich unmittelbar die
folgende Einsetzungsregel ER:

MT2. WenntF A und a eine Aussagenvariable ist, so - A{a/B}.

Wir weisen darauf hin, dafl die Einsetzungsregel eine Regel ist, nach der man aus Theoremen
neue Theoreme erhiilt, und keine Regel zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis. Mit dem
Symbol A{ay,...,a,/B,..., By} bezeichnen wir die Formel, die man aus der Formel A erhilt,
wenn man in ihr fiir die darin vorkommenden Aussagenvariablen ay, . .., a, gleichzeitig die For-
meln By, ..., B, einsetzt (simultane Finsetzung). Es gilt folgende simultane Einsetzungsregel:

MT3. Wennt A, sot A{ay,...,an/By,..., By}

Mit MT2 und MT8 haben wir zwei Schlufiregeln gewonnen, mit deren Hilfe wir aus bereits
bewiesenen Theoremen neue Theoreme erhalten. Mit Hilfe von MT1 148t sich das folgende
Metatheorem beweisen:

MT4. Aus jedem Theorem, das die Subjunktion als Hauptoperator enthilt, erhilt man
mindestens eine abgeleitete Schlufiregel zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis.

Beweis: Nach MT1 ist das dem Theorem entsprechende Theoremschema beweisbar. Dieses
habe die folgende Form:
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(TS) A >(AD...D2(4,DB)...) (n>1).
In diesem Falle gelten folgende abgeleitete Schlufiregeln:
1) Ay
Ay D (...D(A,DB)...)
2) Ay
As

AsD(...D (A, D B)...)

Treten in einem Beweis die Voraussetzungen dieser Schlufiregeln als Beweiszeilen in beliebiger
Reihenfolge auf, so schreiben wir T'S als neue Beweiszeile, und durch i-malige (i = 1,...,n)
Anwendung der Abtrennungsregel erhalten wir die Folgerung der betreffenden Schlufiregel. Aus
T16 erhalten wir beispielsweise folgende Schlufiregeln:

1) A=B
ADB
2) A=B
4

B

Die erste Regel ist eine der Beseitigungsregeln fiir die Bisubjunktion, die zweite ist eine Ab-
trennungsregel fiir die Bisubjunktion.

Mit MT1 und MT4 haben wir den Zusammenhang zwischen Theoremen, Theoremschemata
und abgeleiteten Schlufiregeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen in allgemeiner Form charakterisiert.
Wir werden deshalb die abgeleiteten Schlufiregeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis im
weiteren nicht mehr gesondert formulieren, sondern verweisen in den folgenden Beweisen nur
noch auf die ihnen zugrundeliegenden Theoreme.

Beispiel:

T17. (p DgA~q) D ~p
1. pDgA~q A.d. B.
2. ~o~p A d i B.
3. p (T7, 2.)
4. g\ ~q (AR, 3., 1.)
5. ¢ (BK, 4.)
6. ~ (BK, 4.)
(Wdspr. 5., 6.)
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Aus T7 ergibt sich als abgeleitete Schluiregel die Beseitigungsregel der doppelten Negation.
Diese haben wir beim Ubergang von Zeile 2 zu Zeile 3 im Beweis von T17 benutzt, haben
dabei aber nur auf 77 verwiesen. Da wir mit 77 die Beseitigungsregel der doppelten Negation
zur Verfiigung haben, schreiben wir im weiteren, wenn die Annahme eines indirekten Beweises
die Form ~~A hat, gleich A als Annahme des indirekten Beweises und sparen damit eine
Beweiszeile ein.

Es sei das Theorem T18 (p = ~~p) zu beweisen. Da diese Formel keine Subjunktion als
Hauptoperator enthélt, haben wir keine Annahmen des Beweises zur Verfiigung. Auch die
Annahme des indirekten Beweises ~(p = ~~p) hilft uns nicht weiter, da wir bisher keine
Mittel haben, um aus dieser Formel zu schlieBen. Wir miissen beim Beweis von T18 also
bereits bewiesene Theoreme benutzen:

T18. p=~~p
1. pD~~p (T13)
2. ~~pDp (T7)
3. p=r~~p (EB, 1., 2.)

Um ein Theorem der Form A = B zu beweisen, geniigt es offenbar immer, die beiden Hilfs-
theoreme A O B und B D A zu beweisen und dann mit Hilfe der Regel EB die Bisubjunktion
einzufithren. Wir vereinbaren deshalb folgende Abkiirzung in der Schreibweise: Der Beweis
eines Theorems der Form A = B ist beendet, wenn a) A D B und b) B D A bewiesen sind. Im
folgenden Beweis benutzen wir diese Abkiirzung:

T19. pAgqDr=pA~rD~q

a) l.pAgDr A.d. B
2. pAeor A.d. B
3. q A.d. i B.
4 p (BK, 2.)
5. o (BK, 2.)
6. pAgq (EK, 4., 3.)
77 (AR, 1., 6.)
(Wdspr. 5., 7.)

b) 1. pA~rDn~gq A.d B
2. pAgq A.d. B
3. ~r A.d. i. B.
4 p (BK, 2.)
5. q (BK, 2.)
6. pA~r (EK, 4., 3.)
7. ~ (AR, 1., 6.)
(Wdspr. 5., 7.)

Wenn eine der Annahmen des Beweises eine Konjunktion A A B ist, so wollen wir auf Grund
der Regel BK die beiden Glieder der Konjunktion A und B gleich einzeln als Beweiszeilen
schreiben. Im folgenden Beweis benutzen wir diese Abkiirzung;:

T20. (pDO>r)A(gDr)D(pVgDr)

1. pOr A.d. B
2. ¢qDOr A.d. B
3. pVyqg A.d. B
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4. ~r A.d. i. B.
5. ~p (T8, 1., 4.)
6. ~q (T8, 2., 4.)
7 p (T4, 3., 6.)
(Wdspr. 5., 7.)

Ubungen:

1. Beweisen Sie MT1 induktiv iiber die Beweisbarkeitsstufe!
Der Begriff der Beweisbarkeitsstufe wird folgendermafien definiert:

1) Eine Formel A ist ein Theorem der ersten Beweisbarkeitsstufe genau dann, wenn es
einen Beweis der Formel A gibt, in dem nur die 11 Grundregeln verwendet werden und
keine bereits bewiesenen Theoreme als Beweiszeilen auftreten.

2) Eine Formel A ist ein Theorem der n-ten Beweisbarkeitsstufe genau dann, wenn es einen
Beweis von A gibt, in dem Theoreme von hochstens (n — 1)-ter Beweisbarkeitsstufe als
Beweiszeilen auftreten und wenn A kein Theorem von kleinerer Beweisbarkeitsstufe als
n ist.

Aus dieser Definition und der Definition eines Theorems folgt:

Eine Formel A ist genau dann ein Theorem, wenn es eine natiirliche Zahl n gibt, so dafl A

ein Theorem n-ter Beweisbarkeitsstufe ist.

2. Beweisen Sie MT2!
3. Nehmen Sie folgende simultane Einsetzung A{as,...,a,/B,...,B,} vor:

AseipD(gqDr)D(pDgD(pDr))

ay seip

as sei q

as sel r

Biseir Dg

ByseirDp

B3 seip D ¢!

Wie gelangt man durch einfache Einsetzung zur gleichen Formel A{a,,...,a,/B,...,B,}?

4. Beweisen Sie MT8 mit Hilfe von MT2!

5. Formulieren Sie alle abgeleiteten Schlufiregeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis,
die sich aus den Theoremen T8, T4, T5, T7, T8, T13, T14 und T15 ergeben!

6. Formulieren Sie das Theorem 721, das benéttigt wird, um die folgende Schlufliregel zum

Hinzuftigen neuer Zeilen zum Beweis zu rechtfertigen:

A=B
B
A

5.5 Einige abgeleitete Strukturregeln im System des natiirlichen Schlief3ens

RI. Regel zum Hinzufiigen einer Subjunktion zum Beweis auf Grund einer zusétzlichen An-
nahme:

Erhélt man in einem Beweis aus den Annahmen dieses Beweises und aus einer beliebigen
zusétzlichen Annahme (z. A.) A; die Formel A;, so kann man die Formel A; D A; als neue Zeile
zum Beweis hinzufiigen. Die zusiitzliche Annahme und alle Beweiszeilen, die man mit ihrer Hilfe
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erhélt, werden doppelt numeriert. Alle doppelt numerierten Zeilen diirfen im weiteren Beweis
nicht benutzt werden. Diese Festlegung gilt fiir die Regeln RI-RIII

Beweis von RI:

Beim indirekten Beweis eines Theorems 7" A; D (As D ... D (A, D B)...) wird mit Hilfe
der zusétzlichen Annahme C; die Formel C; gewonnen und C; D C; als neue Zeile zum Beweis
hinzugefiigt. Der Anfang des Beweises von T hat dann folgende Form:

1. A A. d. B.
. A,

n+1. ~B A.d 1 B.
n+ 2.

1k, C;

(Im Falle eines direkten Beweises fehlt die n+1. Zeile)

Die Zeilen 1.-m., 1.1.-1.k. stellen (bei anderer Numerierung und Erlduterung) einen direkten
Beweis des folgenden Theorems 7" dar: A; D (A D ... D (4, D (~B D (C; D C))))...) (~B
fehlt, wenn 7T direkt bewiesen wird).

Ohne Anwendung von R/ erhalten wir die Zeile C; D C; im Beweis von T, wenn wir vorher
das Theorem 7" beweisen und als neue Zeile zum Beweis von T hinzufiigen. Denn durch n+1-
malige (beim direkten Beweis von T n-malige) Anwendung der Abtrennungsregel auf 7" und
die ersten n+1 (bzw. n) Beweiszeilen (A. d. B., A. d. i. B.) erhalten wir die Formel C; D Cj.

Anwendungsbeispiel:
T22. pOgArD(pDg A(pDr)
1. pDgAr A.d. B
1.1. p z. A.
1.2. gAr (AR, 1., 1.1.)
1.3. ¢ (BK, 1.2.)
14. 7 (BK, 1.2.)
2. pDOyg (RI, 1.1.01.3.)
3. pOr (RI, 1.1.D1.4.)
4. (pDd>gN(pDr) (EK, 2., 3.)

RII. Regel zur Einfiihrung der Negation einer zusétzlichen Annahme:

Erhélt man in einem Beweis aus einer zusitzlichen Annahme zwei sich widersprechende For-
meln, so kann man die Negation dieser zusétzlichen Annahme als neue Zeile zum Beweis hin-
zufiigen.
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Beweis von Regel RII:

Angenommen, in einem Beweis erhélt man mit Hilfe der zusétzlichen Annahme A; die beiden
sich widersprechenden Formeln A; und ~A; als Beweiszeilen. Nach der Regel FK konnen wir
dann die Formel A;A~A; und nach Regel RI die Formel A; D A; A~A; zum Beweis hinzufiigen.
Nach T17 erhalten wir hieraus die Formel ~A;.

Anwendungsbeispiel:
T23. ~(pVq) D ~pA~q
1. ~(pVyq) A.d. B.
1.1. p z. A.
1.2. pVgq (EA, 1.1.)
2. ~p (RIT, 1.1.ODWdspr. (1., 1.2.))
2.1. q z. A.
22. pVyq (EA, 2.1.)
3. ~q (RII, 2.1.OWdspr. (1., 2.2.))
4. ~p A ~q (EK, 2., 3.)

RIII. Regel des verzweigten Beweises mit Hilfe zusétzlicher Annahmen:

1. Der direkte Beweis einer Formel A; D (A2 D ... D (A, D B)...) ist beendet, wenn eine
Adjunktion C; V C; eine Zeile des Beweises ist, und wenn man die Formel B auf Grund
jeder der zusétzlichen Annahmen C; und C; erhiilt.

2. Der indirekte Beweis einer Formel A; D (4; D ... D (A4, D B)...) ist beendet, wenn
eine Adjunktion C; V C; eine Zeile des Beweises ist, und wenn man auf Grund jeder der
zusétzlichen Annahmen C; und C; zwei sich widersprechende Beweiszeilen erhélt.

Beweis von RIII.1:

Angenommen, wir erhalten auf Grund jeder der zusétzlichen Annahmen A; und A; die Formel B
als Beweiszeile, dann konnen wir nach R/ die Formeln A; D B und A; D B als neue Beweiszeile
schreiben. Nach der Regel EK erhalten wir (4; D B) A (A; D B) und nach 720 mit der Zeile
A; V A; durch zweimalige Anwendung von AR schliefllich die Formel B.

Beweis von RII1.2:

Angenommen, wir erhalten auf Grund der zusétzlichen Annahmen A; und A; zwei sich wi-
dersprechende Beweiszeilen. Nach RII kénnen wir dann die Formeln ~A; und ~A; als neue
Beweiszeilen schreiben. Aus der Zeile A; V A; und ~A; erhalten wir dann nach der Regel BA
die Formel A;. Da auch ~A; als Beweiszeile auftritt, ist der indirekte Beweis beendet.

Anwendungsbeispiele:
T24. pD gD (pVroqVr)
1. pDyg A.d. B.
2. pVr A.d. B.
1.1. p z. A.
1.2. ¢ (AR, 1.1., 1.)
13. qgVvr (EA, 1.2.)
2.1. r z. A.
22. qVr (EA, 2.1.)
3. qVr (RII1, 2., 1.1.01.3., 2.1.02.2.)
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T25. (p1 D @) A(p2 D7) A~(qV7T)D~(p1Vp2)

1. p1Dgq A.d. B.
2. P2 O A.d. B.
3. ~(qVvr) A.d. B.
4. p1V po A.d.i. B.
1.1. D1 z. A.
1.2. q (AR, 1.1., 1.)
13. qvr (EA, 1.2))
2.1. po z. A.
22.r (AR, 2.1., 2.)
23. qVr (EA, 2.2.)

Wdspr. (RIII 2., 1.1.DWdspr. (1.3., 3.), 2.1.ODWdspr. (2.3., 3.))
Ubungen:

Beweisen Sie T22 ohne Anwendung von RI!
Beweisen Sie 723 ohne Anwendung von RI und RII!
Beweisen Sie die Theoreme T2/ und 725 ohne die Regeln RI-RIII!
Beweisen Sie die folgenden Theoreme:

T26. pV ~p

T27. p=p

T28. (p=4q) D (¢=p)

T29. (p=g)N(g=r)D(p=T7)

T30. pAgq=qAp

T31. pVg=qVp

T32. pAgATr=pA(gAT)

T33. pVgVr=pVigVvr)

T34.pD>g=~pVyg

T35. (p=q)=(~pVgA(pV~q)
T36.p|qg=~pV~q

T37. piq=~pA~q

T38. (pAg)Vr=(pVr)A(gVr)

T39. (pVg Ar=p@Ar)V(gAr)

Ll e A

5.6 Ersetzbarkeitstheorem fiir die Bisubjunktion

Beim wahrheitsfunktionalen Aufbau der Aussagenlogik haben wir das Ersetzbarkeitstheorem
fiir Aquivalenzen kennengelernt. Ein analoges Ersetzbarkeitstheorem gilt im System des natiir-
lichen Schlielens fiir Bisubjunktionen. Zum Beweis dieses Ersetzbarkeitstheorems benstigen
wir folgende Theoreme:

T40. (p=q) O (~p=r~q)

T4l. (pr=q@) AN (p2=q) D (P1Ap2=q A q2)

T42. (pr=q@)AN(p2=q@) D (P1VPR=q V)

T43. pi=q)AN(P2=q) D (p1 | P2=aq1 | ¢2)
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T44. pi=q) A (=) D (i =qte)
T45. (pr=qg) AN (p2=q@) D P1Dp2=q¢ D @)
T46. (p1=q) A (p2=q) D ((pr =p2) = (1 = @)

Wir beweisen nur einige dieser Theoreme. Die Beweise der iibrigen sind als Ubungsaufgaben
gestellt.

T40. (p=q) D (~p=~q)
1. p= A.d. B.
2. pDygq (BB, 1.)
3. ¢qDp (BB, 1.)
4 ~q D ~p (TS, 2)
5. ~p D ~gq (T8, 3.)
T4l. (pr=q)A(P2=q) D (L AP2 =@ A )
1. pp=q A.d. B.
2. Py =qo A.d. B.
3. P1oq1 (BB, 1)
4. ¢1Om (BB, 1.)
9. P2 D q (BB, 2)
6. ¢2 D p2 (BB, 2.)
1.1. p1 Ape z. A.
1.2. py (BK, 1.1.)
1.3. ps (BK, 1.1.)
14. q (AR, 1.2., 3.
1.5. g9 (AR, 1.3., 5.)
7. PLADP2 D gL NG (RI, 11316)
21. g1 N go z. A.
22. ¢ (BK, 2.1.)
2.3. g (BK, 2.1.)
2.4. py (AR, 4., 2.2.)
2.5. po (AR, 6., 2.3.)
2.6. p1 Apo (EK, 2.4.,25.)
8. qi/AqDpiApo (RI, 2.1.02.6.)
9. prAp=qa g (EB, 7., 8.)
T43. p=q) A (m=@) D i lr=ale)
1. m=q A.d. B.
2. ps=qo A. d. B.
3. P12oq1 (BB, 1)
4. ¢ Om (BB, 1.)
9. P2 2O Q2 (BB, 2)
6. g2 D po (BB, 2)
L1 p1 | p2 7. A.
1.2. ~p1 V ~py (BNa, 1.1.)

91



5. Kapitel

Natiirliches Schlieffen

1.1.1. ~p; z. A.

1.1.2. ~q (T8, 4., 1.1.1.)

1.1.3. ~q1 V ~q (FA, 1.1.2)

1.14. ¢1 | ¢ (ENa, 1.1.3.)

2.1.1. ~p z. A

2.1.2. ~qs (78, 6., 2.1.1.)

214. 1 | o (ENa, 2.1.3.)

13. 1 | ¢ (RIIL, 1.2, 1.1.1.51.1.4., 2.1.1.52.1.4.)

7. p1 |p2 oq | qo (RI, 11313)
2.1. 1| ¢ z. A
2.2. ~q1 V ~q (BNa, 2.1.)
3.2.1. ~q z. A.

3.2.2. ~p; (T8, 3.2.1., 3.)

3.2.3. ~p1 V ~psy (EA, 3.2.2.)

3.2.4. p1 | po (ENa, 3.2.3.)

4.2.1. ~q z. A.

4.2.2. ~p, (T8, 4.2.1., 5.)

42.3. ~py V ~ps (EA, 4.2.2.)

4.2.4. py | po (ENa, 4.2.3.)

2.3. p1 | pa (RIII, 2.2., 3.2.1.53.2.4., 4.2.1.54.2.4.)

8. ¢ | g2 O p1 |p2 (RI, 21323)
9 pilp=ale (EB, 7., 8.)

MT1. (Ersetzbarkeitstheorem fiir die Bisubjunktion) Wenn - A = B, so - C' = C[A/B].

Den Beweis fithren wir ganz ananlog dem Beweis des Ersetzbarkeitstheorems fiir die Aquiva-
lenz im Abschnitt 11 des vierten Kapitels. Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit von MT1
kénnen wir uns im Beweis wieder auf den Fall beschréinken, dafl A an genau einer Stelle seines
Vorkommens in C' durch B ersetzt wird. Fiir den Fall, dal A an null Stellen ersetzt wird, gilt
MT1 offensichtlich, da dann C' und C[A/B] die gleichen Formeln sind. Wird A an mehreren
Stellen durch B ersetzt, so erhilt man dasselbe Ergebnis durch mehrmalige Anwendung des
eingeschriinkten Metatheorems. Der Beweis von MT1 wird induktiv iiber die Anzahl der lo-
gischen Operatoren in C gefiihrt. Es ist offensichtlich, daff das Ersetzbarkeitstheorem fiir den
Fall gilt, wenn C die Formel A ist und an genau einer Stelle ersetzt wird. Dieser Fall wird im
weiteren Beweis nicht mehr beriicksichtigt.

Anfangsschritt: C enthélt null Operatoren, ist also eine Aussagenvariable a. Wenn man an
genau einer Stelle A durch B ersetzt, so ist A die Variable a, C ist die gleiche Variable a,
und C[A/B] ist die Formel B. MT1 gilt fiir diesen Fall auf Grund der Voraussetzung des
Metatheorems.

Induktionsannahme: MT1 gilt fiir alle Formeln, die weniger als n Operatoren enthalten (n > 1).

Induktionsschritt: Es gilt zu zeigen, dafl MT1 fiir die beliebige Formel C' mit n Operatoren
gilt.

C kann dann nach der Formeldefinition nur eine der folgenden Formen haben:
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1) ~D

2) DANE

3) DVE

4) DDOE

5) D=F

6) D|E

7Y DVFE

In allen sieben Féllen enthalten die Formeln D und E weniger als n Operatoren, und nach der
Induktionsvoraussetzung gilt unter der Bedingung, dal - A = B:

- D = D[A/D]
- E = E[A/B].

Im ersten Fall erhalten wir nach 740, daf§ dann auch gilt

F~D = ~D|A/BJ, also

HC = C[A/B].
Im zweiten Fall kann die eine Ersetzung von A durch B entweder in der Teilformel D oder in der
Teilformel F vorgenommen werden, falls nicht die gesamte Formel ersetzt wird. Auf Grund von

T27 gelten - D = D und - F = E. Aus diesen Theoremen und der Induktionsvoraussetzung
erhalten wir nach 741:

- DAE=(DAE)[A/B).

Wir erinnern daran, dal DA E[A/B] und D[A/B]AE dieselben Formeln sind wie (DAFE)[A/B].
Analog erhalten wir die Behauptungen des Metatheorems in den Fillen 3-7 nach den Theo-
remen 142-T46.

MT2. Wennt A= B und - C, so+ C[A/B].
MT2 folgt unmittelbar aus MT1 nach der Abtrennungsregel fiir die Bisubjunktion.

Ubungen:

1. Beweisen Sie mit Hilfe von M7T1 und der entsprechenden Theoreme MT3: Im System des
natiirlichen Schlieflens gilt fiir eine beliebige Formel A: - A = B, wobei B eine zu A
dquivalente Formel in der konjunktiven Normalform ist!

2. Wiederholen Sie zunichst Abschnitt 12 und Abschnitt 13 des vierten Kapitels! Benutzen
Sie die Ergebnisse von Ubung 4 zu Abschnitt 5! Beweisen Sie die folgenden Theoreme:
TA47. ~(pAq) = ~pV ~q
T48. ~(pV q) = ~p A ~q!

5.7 Widerspruchsfreiheit des Systems des natiirlichen Schlieflens

D1. Ein deduktives Logiksystem nennen wir widerspruchsfrei beziiglich der Negation
~ genau dann, wenn es keine Formel A derart gibt, dafl sowohl A als auch ~A in dem System
beweisbar sind.

D2. Ein deduktives Logiksystem nennen wir absolut widerspruchsfrei genau dann, wenn
nicht alle Formeln des Systems beweisbar sind.
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In der Logik sind noch andere Widerspruchsfreiheitsbeweise iiblich (vgl. Sinowjew/Wessel
1975). Wir beschriinken uns hier auf den Beweis der Widerspruchsfreiheit des Systems des
natiirlichen Schlieflens im Sinne von DI und D2. Dazu beweisen wir vorbereitend das folgende
Metatheorem:

MT1. Alle Theoreme des Systems des natiirlichen Schlieflens sind Tautologien.

Beweis: Wir beweisen MT1 induktiv iiber die Beweisbarkeitsstufe eines beliebigen Theorems A
(zum Begriff der Beweisbarkeitsstufe vgl. Ubung 1 zu Abschnitt 4). Innerhalb des Induktions-
beweises gehen wir indirekt vor, d. h., wir nehmen an, A sei ein Theorem und keine Tautologie
und fithren diese Annahme zum Widerspruch. Im Anfangsschritt des Induktionsbeweises zeigen
wir, daf} gilt: Alle Theoreme der ersten Beweisbarkeitsstufe sind Tautologien.

Annahme des indirekten Beweises: A sel ein Theorem der ersten Beweisbarkeitsstufe und keine
Tautologie. A habe die Form

A D (A3 D ...D (A, D B)...) (n>0).

Da A ein Theorem der ersten Beweisbarkeitsstufe ist, gibt es fiir A einen indirekten Beweis, in
dem nur die 11 Grundregeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis verwendet werden. In
diesem indirekten Beweis werden aus den Annahmen des Beweises Ay, ..., A, und der Annah-
me des indirekten Beweises ~B mit Hilfe der 11 Grundregeln die beiden sich widersprechenden
Beweiszeilen C' und ~C' gewonnen. Da A auf Grund der Annahme des indirekten Beweises
keine Tautologie ist, gibt es eine Wertkombination fiir die in A vorkommenden Variablen, bei
der A = f. Das ist offenbar nur dann der Fall, wenn A; = v, Ay = v, ..., A, = v und
B = f. In diesem Falle gilt ~B = v. Bei dieser Wertkombination fiir die in A vorkommenden
Variablen haben also alle Annahmen des Beweises, einschlieflich der Annahme des indirekten
Beweises ~B den Wert v. Fiir die 11 Grundregeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis
gilt: Wenn die Voraussetzungen dieser Regeln bei einer bestimmten Wertkombination der in
ihnen vorkommenden Variablen den Wert v haben, so haben bei dieser Wertkombination auch
die Folgerungen dieser Regeln den Wert v. Da alle Annahmen des Beweises bei dieser Wert-
kombination den Wert v haben und eine Anwendung der 11 Grundregeln in diesem Fall nur zu
Formeln fiihrt, die den Wert v haben, miifiten die Formeln C' und ~C' beide den Wert v haben.
Das ist aber auf Grund der semantischen Definition der Negation nicht moglich.

Induktionsannahme: Alle Theoreme von einer Beweisbarkeitsstufe kleiner als n sind Tautolo-
gien.

Induktionsschritt: Der Induktionsschritt unterscheidet sich nur unwesentlich vom Anfangs-
schritt. Hier konnen auch Theoreme von geringerer Stufe als n als Zeilen zum Beweis hinzu-
gefiigt werden. Diese Theoreme sind aber auf Grund der Induktionsannahme Tautologien und
haben also insbesondere bei der betrachteten Wertkombination den Wert v. Ansonsten wird
wie im Anfangsschritt argumentiert.

MT2. Das System des natiirlichen Schlieflens ist widerspruchsfrei beziiglich der Negation.

Beweis: Wir beweisen M T2 indirekt und nehmen an, es gibt eine Formel A derart, dal A und
~A Theoreme sind. Auf Grund von M7 miifiten A und ~A dann Tautologien sein, dies ist
aber auf Grund der semantischen Definition der Negation nicht moglich.

MT3. Das System des natiirlichen Schlieflens ist absolut widerspruchsfrei.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus MT2.
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Ubung:

Beweisen Sie explizit, daf3 die 11 Grundregeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis von
Voraussetzungen, die bei einer bestimmten Wertkombination fiir die in ihnen vorkommenden
Variablen den Wert v haben, stets zu Folgerungen fiihren, die bei dieser Wertkombination auch
den Wert v haben! (Stellen Sie die den Regeln zugrundeliegenden Theoreme auf und zeigen
Sie, dafl diese Tautologien sind!)

5.8 Semantische Vollsténdigkeit des Systems des natiirlichen Schlieflens

D1. Ein deduktives System der Aussagenlogik nennen wir semantisch vollstéindig genau
dann, wenn alle Tautologien der klassischen zweiwertigen Aussagenlogik in ihm beweisbar
sind.

Wir fithren den Beweis der semantischen Vollstéindigkeit des Systems des natiirlichen Schlielens
schrittweise iiber eine Reihe von Metatheoremen.

MT1. Jede tautologische elementare Adjunktion ist im System des natiirlichen SchliefSens
beweisbar.

Beweis: Jede tautologische elementare Adjunktion enthilt eine Aussagenvariable und deren
Negat und fillt unter folgendes Formelschema:
(L) byV...VbgyVar Ve V...V Va Vdi V... Vdy,

wobei k > 0,1 > 0, m > 0, alle a;, b;, ¢; und d; Aussagenvariablen oder einmal negierte Aussa-
genvariablen sind und wobei gilt: Wenn «; eine Aussagenvariable ist, so ist ay das Negat dieser
Aussagenvariablen, und wenn a; das Negat einer Aussagenvariablen ist, so ist as die betreffende
Aussagenvariable. Mit Hilfe der de Morganschen Regeln und des Ersetzbarkeitstheorems erhélt
man (1) aus

(2) ~(~by Ao A b Avar A eer AL A e A vag A ~dy A LA ~dy).

Fiir (2) gibt es einen einfachen indirekten Beweis:

1. Nbl/\/\ka/\Nal/\Ncl/\/\NCZ/\NCLQ/\Ndl/\/\Ndm A. d i B.
2. ~ay (BK, 1.)
3. ~ay (BK, 1.)
(Wdspr. 2., 3.)

MT?2. Jede tautologische konjunktive Normalform ist im System des natiirlichen Schlieens
beweisbar.

Beweis: MT?2 gilt auf Grund von M7 und der Einfithrunsregel der Konjunktion.

MT3. Im System des natiirlichen Schliefens gilt fiir eine beliebige Formel A: - A = B,
wobei B eine zu A dquivalente Formel in der konjunktiven Normalform ist.

Beweis: Vgl. Ubung zu Abschnitt 6!
MT4. Wennhk A= B,so A=~ B.

Beweis: Wenn die Formel A = B beweisbar ist, so ist sie auf Grund von MT1 des vorigen
Abschnitts eine Tautologie. Wenn A = B eine Tautologie ist, so sind die beiden Formeln A
und B auf Grund der semantischen Definition von = #quivalent.

MT5. Wenn - A= B, und wenn A eine Tautologie ist, so ist B eine Tautologie.
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MT5 folgt unmittelbar aus MTY.
MT6. Wenn A eine Tautologie ist, so = A (Theorem der semantischen Vollstéindigkeit).

Beweis: Nach MT$8 gilt H A = B, wobei B eine Formel in der konjunktiven Normalform ist. Da
A eine Tautologie ist, ist nach MT5 auch B eine Tautologie. Dann ist nach MT2 B beweisbar.
Aus - A = B und + B erhalten wir nach 721 + A.

Ubungen:

In den folgenden Aufgaben bauen wir ein anderes System des natiirlichen Schliefens auf. Wir
nennen es das System AR, wihrend wir das bisher betrachtete System mit NSch abkiirzen.

1. Im System AR haben wir folgendes Alphabet: p, g, r ohne und mit Indizes als
Aussagenvariablen, die Operatoren ~ und D, sowie Klammern. Formulieren Sie die
Formeldefinition fiir AR!

2. Definieren Sie die Operatoren V, A, =, | und  im System AR! Benutzen Sie im Definiens
neben den Variablen nur die Operatoren ~ und D!

3. Im System AR haben wir als einzige Grundregel zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis
die Abtrennungsregel. Formulieren Sie die Strukturregel zum Aufbau eines indirekten
Beweises!

4. Im System AR setzen wir die folgende Ersetzbarkeitsregel fiir definitionsgleiche Formeln

(DR) Wenn A =p.s B und + C, so - C[B/A].

Beweisen Sie, daf im System AR aufler der Abtrennungsregel alle Grundregeln zum
Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis des Systems NSch abgeleitete Regeln sind! Hinweis
zur Losung: Formulieren Sie die Regeln von NSch mit Hilfe der Definitionen aus Ubung
2 und DR nur mit Hilfe der Operatoren ~ und D, und beweisen Sie die den Regeln
zugrundeliegenden Theoreme in AR!

Hierbei werden folgende Theoreme benétigt:

1) p2>(@Dp)

2) pD(~pD4q)

3) ~~pDp

4) ~pD gD (~gDp)

5) pD (gD ~(pD~q)

6) ~(pD~q)Dp

7) ~(pD~q)Dq

8) pDgD(@dpD~(pDg>D~(¢gDp)))
9) ~(p2>¢>~(gDp) DP9

15) ~p D (~q D ~(~p D q)).

5. Beweisen Sie die Widerspruchsfreiheit von AR!

6. Man nennt zwei logische Systeme deduktiv dquivalent, wenn in ihnen die gleiche Klasse von
Theoremen beweisbar ist. Zeigen Sie, dal die Systeme NSch und AR deduktiv dquivalent
sind und dafl damit das System AR semantisch vollstéindig ist!
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5.9 Anwendung des natiirlichen Schlief3ens

Die 11 Grundregeln und alle abgeleiteten Schlufiregeln der Aussagenlogik kénnen in beliebigen
Wissensbereichen zum logischen Schlieflen aus bestimmten Voraussetzungen verwendet werden.
Wir betrachten im folgenden einige einfache Beispiele:

1. Aufgabe: Aus den Voraussetzungen

(1) Paul oder Michael haben heute Geburtstag.

(2) Wenn Paul heute Geburtstag hat, bekommt er heute einen Fotoapparat.

(3) Wenn Michael heute Geburtstag hat, bekommt er heute ein Briefmarkenalbum.
(4) Michael bekommt heute kein Briefmarkenalbum.

ist der Satz ,Paul hat heute Geburtstag” zu erschlieflen!

Losung:

1. pVg Voraussetzung
2. pDr Voraussetzung
3. ¢gDs Voraussetzung
4. ~s Voraussetzung
d. ~q (T8, 4., 3.)
6. p (BA, 5., 1.)

2. Aufgabe: Voraussetzungen:

(1) Wenn Inge Franzosisch studiert, studiert sie auch Latein oder Spanisch.
(2) Inge studiert nicht Latein.
(3) Inge studiert Franzosisch oder Latein oder Spanisch.

Frage: Studiert Inge Spanisch?

Losung;:

1. pDgVr Voraussetzung
2. ~q Voraussetzung
3. pVvVqVr Voraussetzung
4. ~r A.d. i B.
5 pVyq (BA, 3., 4.)
6. p (BA, 5., 2.)
7. qVr (AR, 6., 1.)
8. ¢ (BA, 7., 4.)
(Wdspr. 2., 8.)

Also gilt r.

Die folgende Aufgabe ist rein aussagenlogisch nicht 16sbar, da im Beweis Einsetzungen fiir
Zahlenvariablen vorgenommen werden miissen (vgl. Zeile 10 und 23 des folgenden Beweises).
Deshalb werden in ihr die logisch einfachen Aussagen nicht durch Aussagenvariablen symboli-
siert, sondern in der Symbolisierung wird die innere logische Struktur der einfachen Aussagen
beriicksichtigt.

3. Aufgabe: Das mathematische Theorem (a > b) A ~(¢c = 0) D ~(ac = bc) ist aus den
folgenden drei Theoremen abzuleiten.
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1. (a>b)A(c>0)D (ac> bc) Voraussetzung
2. (a>b)A(c<0) D (ac < be) Voraussetzung
3. ~(a=b)=(a>b)V(a<b) Voraussetzung
4. (a>b)A~(c=0) A.d. B
5. ac=bc A.d i B
6. a>b (BK, 4.)
7. ~(c=0) (BK, 4.)
8. ~(a=b)D(a>b)V(a (BB, 3.)
9. (a>b)V(ia<b)D~a (BB, 3.)
10. (ac > be) V (ac < be) D ~ (Einsetzung von ac fiir @ und be fiir b in 9.)
11. ~((ac > bc) V (ac < be)) (Kontraposition, 5., 10.)
12. ~(ac > be) A ~(ac < be) (723, 11.)
13. ~(ac > be) (BK, 12.)
14. ~(ac < be) (BK, 12.)
15. ~((a > b) A (¢ > 0)) (78, 13., 1.)
16. ~((a > b) A (c < 0)) (T8, 14., 2.)
17. ~(a > b) V ~(c > 0) (747, 15.)
18. ~(a > b) V ~(c < 0) (T47 16.)
19. ~(c > 0) (BA, 6., 17.)
20. ~(c < 0) (BA, 6., 18.)
21. ~(c>0) A~(c<0) (EK, 19., 20.)
22. ~((e¢>0)V(c<0)) (T48, 21.)
23. ~(c=0)D(c>0)V(c<D0) (Einsetzung von c fiir ¢ und 0 fiir b in 8.)
24. (¢>0)V (c<0) (AR, 7., 23.)

(Wdspr. 22.; 24.)

Symbolisieren Sie die Voraussetzungen und die Folgerung der folgenden Schliisse und leiten
Sie die symbolisierte Folgerung aus den symbolisierten Primissen ab!

4. Aufgabe: Voraussetzungen

(1) Im olympischen Eishockeyturnier gewinnt die CSSR oder die UdSSR die Goldmedaille.

(2) Die CSSR gewinnt die Goldmedaille genau dann, wenn die CSSR gegen Schweden gewinnt
und die UdSSR gegen Kanada verliert oder unentschieden spielt oder wenn die CSSR gegen
Schweden unentschieden spielt und die UdSSR gegen Kanada verliert.

(3) Die CSSR spielt gegen Schweden unentschieden.

(4) Die UdSSR spielt gegen Kanada unentschieden.

Frage: Wer gewinnt die Goldmedaille?

5. Aufgabe: Zeigen Sie, dafl aus den Voraussetzungen

(1) Wenn das klassische Additionstheorem der Geschwindigkeiten gilt und sich das Licht im
Universum in allen Richtungen mit gleicher Geschwindigkeit ausbreitet, so breitet es sich
auf der Erde nicht in allen Richtungen mit der gleichen Geschwindigkeit aus.

(2) Das Licht breitet sich im Universum in allen Richtungen mit gleicher Geschwindigkeit aus.

(3) Das Licht breitet sich auf der Erde in allen Richtungen mit gleicher Geschwindigkeit aus.

folgt, dal das klassische Additionstheorem der Geschwindigkeit nicht gilt!
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6. Aufgabe: In seiner Funktion als Gouverneur sollte Sancho Pansa folgendes Problem ent-
scheiden: Ein Grundbesitz wurde durch einen Fluf} in zwei Teile geteilt, die durch eine Briicke
verbunden waren. Der Besitzer des Grundbesitzes hatte auf einer Seite der Briicke einen Galgen
aufstellen lassen und ein Gesetz erlassen, nach dem jeder Passant unter Eid aussagen mufite,
aus welchem Grunde er wohin geht. Falls er die Wahrheit aussage, so solle er ohne Hindernisse
passieren diirfen, falls er jedoch liige, so solle er, nachdem er die Briicke iiberquert habe, un-
verziiglich gehenkt werden. Die Handhabung des Gesetzes verlief solange ohne Schwierigkeiten,
bis ein Passant unter Eid aussagte: ,Ich gehe iiber diese Briicke, um an diesem Galgen gehenkt
zu werden. “ Danach iiberquerte er die Briicke. Die strittige Frage, ob dieser Passant gehenkt
werden miisse oder nicht, wurde Sancho Pansa vorgelegt, der dabei natiirlich das Gesetz des
Besitzers befolgen sollte. Zeige, dal Sancho Pansa vor einer unlésbaren Aufgabe steht, denn
wie er auch immer entscheiden mag, das Gesetz wird dabei verletzt werden! Verwende bei der
Losung der Aufgaben folgende Abkiirzungen: p fiir ,Der Passant iiberquert die Briicke“, ¢ fiir
»Der Passant wird gehenkt“, r fiir ,Die Aussage des Passanten ist wahr“ und s fiir ,Das Gesetz
wird eingehalten“. Wir haben also folgende Voraussetzungen:

1. r=pAgq

2. p
3. sD(g=pA~r).

Zeigen Sie, dafl aus diesen Voraussetzungen ~s folgt! Fiihren Sie den Beweis indirekt!

7. Aufgabe: Die Studenten sind genau dann zufrieden, wenn Sie nicht mehr als 300 Seiten in
der Woche lesen miissen. Wenn die Studenten zufrieden sind, steigt das Interesse der Lehr-
kréfte am Unterricht. Wenn das Interesse der Lehrkréfte am Unterricht steigt, erh6hen Sie die
Anforderungen im Studium, und wenn Sie die Anforderungen im Studium erhhen, miissen die
Studenten mehr als 300 Seiten in der Woche lesen. Also sind die Studenten nicht zufrieden.

8. Aufgabe: Klaus ist entweder dumm oder faul. Wenn Klaus faul ist, so schreibt er eine
Jahresarbeit von hochstens 20 Seiten. Klaus hat eine Jahresarbeit von mehr als 20 Seiten
geschrieben. Also stimmt es nicht, daB Klaus eine Jahresarbeit von héchstens 20 Seiten schreibt,
wenn er dumm ist.

9. Aufgabe: Das Leitungsgremium einer gesellschaftlichen (oder 6konomischen) Organisation
bestehe aus vier Funktionen (z.B. Direktor, stellvertretender Direktor, technischer und ko-
nomischer Direktor), fiir welche sechs Kandidaten A, B, C, D, E, F in Frage kommen. Nach
griindlicher Priifung der Personalunterlagen und nach Aussprachen mit den Kandidaten kommt
die iibergeordnete Leitung zu folgenden Ergebnissen:

(1) A kann nur mit B in die Leitung, kann aber auf keinen Fall stellvertretender Direktor
werden;

(2) B kann weder stellvertretender Direktor noch technischer Direktor werden;

(3) C kann nicht mit B zusammenarbeiten, falls nicht auch F Mitglied der Leitung wird;

(4) D lehnt es ab, mit E oder mit F zusammenzuarbeiten;

(5) Wenn A und B gleichzeitig Funktionen erhalten, kann man E nicht in die Leitung
aufnehmen;

(6) F kann nur dann in die Leitung, wenn er Direktor wird und wenn auflerdem C nicht
stellvertretender Direktor wird;

(7) Keiner der Kandidaten ist in der Lage, zwei Funktionen gleichzeitig zu bekleiden.
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Denken Sie sich eine solche Symbolisierung dieser Voraussetzungen aus, daf3 Sie mit Hilfe der
Aussagenlogik entscheiden kénnen, ob unter diesen Voraussetzungen iiberhaupt eine Leitung
moglich ist, und wenn ja, wie sie zusammengesetzt ist!

10. Aufgabe: Gegeben seien folgende Voraussetzungen:

(1) Ute ist die Freundin von Anne oder von Gitte.

(2) Anne ist nicht die Freundin von Gitte.

(3) Wenn Ute die Freundin von Anne ist, so ist sie nicht die Freundin von Ria.
(4) Gitte ist die Freundin von Ria oder von Ute.

(5) Ute ist die Freundin von Ria.

Ist Ute die Freundin von Anne oder die Freundin von Gitte?

11. Aufgabe: Gegeben seien folgende Voraussetzungen:

(1) Peter bekommt in der Priifung eine gute Note genau dann, wenn er lernt, alle Konsultatio-
nen besucht und geniigend schliift.
(2) Peter kann nicht geniigend schlafen, wenn er stéindig in die Disko geht.

(3) Peter besucht alle Konsultationen, lernt, geht stéindig in die Disko und wird dort von seinem
Professor gesehen.

1. Frage: Bekommt Peter in der Priifung eine gute Note?
2. Frage: Zu welchem Ergebnis kommen Sie, wenn die erste Priamisse durch folgende ersetzt
wird:

(1') Wenn Peter lernt oder alle Konsultationen besucht oder geniigend schlift, so bekommt er
in der Priifung eine gute Note.

12. Aufgabe: Der Staatsanwalt hat die Untersuchungen in einem Mordfall zu fithren. Thm
stehen die Feststellungen von vier Kriminalisten zur Verfiigung:

(1) Wenn das Radio des Opfers nicht eingeschaltet war, so war der Téter eine Frau und hat
mit ausldndischem Akzent gesprochen.

(2) Wenn der Téter aus Mexiko gekommen ist und mit ausléndischem Akzent gesprochen hat,
so kann es nur Jane Moore gewesen sein.

(3) Das Radio des Opfers war nicht eingeschaltet.

(4) Der Morder ist aus Mexiko gekommen.

Nach kurzem Uberlegen beantragt der Staatsanwalt einen Haftbefehl gegen Jane Moore. Wiire
der Haftbefehl berechtigt (logisch, nicht juristisch), vorausgesetzt, dafl die angefithrten Fest-
stellungen den Tatsachen entsprechen?

18. Aufgabe: Zwei Freunde treffen sich in der Bibliothek. A liest ein Logikbuch, worauf B ihn
fragt, wozu er das brauche. ,,Oh“, sagt A, ,Logik ist sehr niitzlich, soll ich es Dir beweisen? ¢
B hat nichts einzuwenden, und so entspannt sich folgender Dialog;:

,Hast Du ein Aquarium zu Hause?“

yJa.

,Wenn Du ein Aquarium hast, so liebst Du Fische.“
,Das stimmt. ¢

,Wenn Du Fische liebst, so liebst Du auch Tiere. “
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,»Auch das stimmt. “

»,Wenn Du Tiere liebst, so liebst Du auch Menschen. “

,Richtig. ¢

,Wenn Du Menschen liebst, so bist Du kein schlechter Mensch. Mit Hilfe der Logik kann
ich nun darauf schlieflen, daffi Du kein schlechter Mensch bist. ¢

B: ,Donnerwetter, das ist ja famos!“

> W

Beeindruckt vom Nutzen der Logik versucht B am néchsten Tag seine Kenntnisse in einem
Gesprich mit C anzuwenden.

»S0ll ich Dir zeigen, wie niitzlich Logik ist?

,Bitte tu das!*“

,Hast Du ein Aquarium zu Hause?“

,Nein. “

: ,Also bist Du ein schlechter Mensch; das habe ich mit Hilfe der Logik herausbekommen!*

TQwQW

C ist mit Recht iiber diesen ,Schlufl“ emport, denn B hat einen groben logischen Fehler be-
gangen. Nach welcher Regel hat A geschlossen, und nach welcher Regel glaubt B schlieflen zu
diirfen? Weisen Sie die Unkorrektheit von B’s ,Regel “ nach!

Die folgenden drei Aufgaben sollen verdeutlichen, daff zwischen dem Konditionaloperator
ywenn ..., so ...“ und der Subjunktion D ein wesentlicher Unterschied besteht. Stellen wir in
ihnen den Konditionaloperator durch eine Subjunktion dar, so werden diese Schliisse giiltig,
obwohl sie es mit dem Konditionaloperator nicht sind (vgl. 13. Kapitel).

14. Aufgabe: Wenn Meyer sich im Oktober einen Volvo kauft, mufl er ihn auf der Strafle
parken, wenn er sich nicht auch eine Garage besorgt. Es stimmt nicht, dafl er sich eine Garage
besorgt, wenn er alle gesetzlichen Bestimmungen einhilt. Wenn Meyer aber alle gesetzlichen
Bestimmungen einhilt, so kauft er sich im Oktober einen Volvo. Also kauft er sich im Oktober
tatséchlich einen Volvo und mufl ihn auf der Strafle parken.

15. Aufgabe: Wenn John in Paris ist, so ist er in Frankreich. Wenn John in Istanbul ist, so
ist er in der Tiirkei. Also: Wenn John in Paris ist, so ist er in der Tiirkei oder wenn John in
Istanbul ist, so ist er in Frankreich. (Cooper 1968, S. 297)

16. Aufgabe: Angenommen, Roy Dyckhoff erklirt, dafl John Slaney an einem bestimmten Tag
in Edinburgh war, und daf3 Crispin Wright das verneint. Dann ist die folgende Aussage wahr:
(1) Wenn John in Edinburgh war, hatte Roy recht.

Hingegen sind die beiden folgenden Aussagen falsch:

(2) Wenn Crispin recht hatte, so auch Roy.
(3) Wenn John in Edinburgh war, so hatte Crispin recht.

Die Negation der Aussage 2 ist demzufolge wahr:

(2")Es gilt nicht: Wenn Crispin recht hatte, so auch Roy.

Zeigen Sie: Wenn wir den Konditionaloperator ,wenn ..., so ..“ in diesen Aussagen mit Hilfe der
Subjunktion darstellen, so erhalten wir aus den beiden wahren Aussagen 1 und 2’ die falsche
Aussage 3!
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5.10 Sequenzenkalkiil und semantische Tableaus

Zu Beginn dieses Kapitels wiesen wir darauf hin, dal G. Gentzen als einer der ersten Systeme
des natiirlichen Schliefens aufgestellt hat. Seine Systeme nennt man Sequenzenkalkiile oder
Systeme vom Gentzenschen Typ.

Beim Aufbau eines Sequenzenkalkiils wird die Definition einer aussagenlogischen Formel
vorausgesetzt. Zum Alphabet werden die Kommata und das Sequenzenzeichen — hinzugefiigt,
wobei diese Zeichen Hilfszeichen und keine logischen Zeichen sind. Anschlieend wird definiert,
was eine Sequenz ist.

D1. Ay,...,A, — By,...,B,, (wobei n > 0, m > () ist eine Sequenz genau dann, wenn
Aq,...,A,, By,...,B,, Formeln sind.

D2. In DI sind die Formeln A4,..., A, das Antezedent und die Formeln By, ..., B,, das
Sukzedent der Sequenz.

Wenn n = 0, so hat die Sequenz die Form — By, ..., B,,. Wenn m = 0, so hat eine Sequenz
die Form Ay,..., A, —; und wenn n = 0 und m = 0, so hat sie die Form —. Eine Sequenz
Ay, ..., A, — By, ..., By, wird gewohnlich inhaltlich als die Formel A;A...AA, D B1V... VB,
gedeutet. Eine Sequenz der Form — By, ..., B,, wird als die Formel B; V...V B, bzw. als
= By V...V B, gedeutet, eine Sequenz der Form A, ..., A, — als die Formel ~(A; A... A A,)
bzw. als A; A... AN A, D f, wobei f eine konstante falsche Aussage darstellt, und die leere
Sequenz — wird als f gedeutet.

Weiter werden die Sequenzenkalkiile durch Angabe von Axiomen (Axiomenschemata) und
Schlufiregeln aufgebaut. Zur Abkiirzung der Schreibweise der SchluBiregeln verwendet man
anstelle der Ausdriicke ,Aus X erhilt man Y“ und ,Aus X und Y erhilt man Z“ (wobei X,
Y und Z Sequenzen sind) Schemata der Form:

X X;Y

Y A

Wir geben einen Sequenzenkalkiil an, der den Zusammenhang zwischen dem im Abschnitt
14 des vierten Kapitels dargestellten Kalkiil der semantischen Tableaus und dem System des
natiirlichen Schlielens besonders deutlich macht.

Basis des klassischen Sequenzenkalkiils G3 (Kleene 1952): Mit einem Symbol der Form
F;(A) (i > 1) stellen wir eine Folge von Formeln A;, Ay, ..., A, (n > 1) dar, von denen eine die
Formel A ist, und mit dem Symbol F; (i > 1) eine beliebige Folge von Formeln Ay, As, ..., A,.

Axiomenschema von G3: A°. Fi(A) — Fy(A).
Schlufiregeln von G3:
1. Regel der vorderen Negation (VN ):
Fi(~A) — Fy A
Fi(~A) — F,

2. Regel der hinteren Negation (HN):
Fl, A— FQ(NA)
F]_ I FQ(NA)

3. Regel der vorderen Subjunktion (VS):
Fi(ADB)— F, A;Fi(AD B),B— F;
Fl(A D) B) — I
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4. Regel der hinteren Subjunktion (HS):
Fi,A— F;(AD B),B
F,— FQ(A D B)

5. Regeln der vorderen Konjunktion (VK):
Fi(AANB),A— Fy Fi(AANB),B— F,
FI(AANB)— F, F(AANB)— F,

6. Regel der hinteren Konjunktion (HK):
F1 — FQ(A VAN B), A, F1 — FQ(A AN B), B
FL— Fy(AAB)

7. Regel der vorderen Adjunktion (VA):
Fi(AVB),A— Fy; FF(AVB),B-— F,
Fl(A V B) i FQ

8. Regeln der hinteren Adjunktion (HA):

F1 —>F2<A\/B>,A Fl —>FQ(A\/B),B
F, — Fy(AVB) F, — Fy(AV B)

Regeln fiir weitere Operatoren lassen sich analog aufstellen.

AuBer den angegebenen Regeln kann im Kalkiil G8 die Anordnung der Formeln vor (oder
nach) dem Zeichen — beliebig veréindert, eine Wiederholung ein und derselben Formel besei-
tigt und sowohl vor als auch nach dem Zeichen — eine beliebige Formel eingefiihrt werden.

D3. Einen Beweis einer Sequenz nennt man eine Folge von Sequenzen, von denen jede
ein Axiom ist oder aus vorhergehenden Sequenzen nach den Schlufiregeln gewonnen wurde.
Die letzte Sequenz dieser Folge ist eine in G3 beweisbare Sequenz.

D4. Ein Theorem von G3 nennt man eine Sequenz — A, fiir die es einen Beweis gibt.

Es gelten folgende Metatheoreme:

MT1. EineSequenz — A;, A, ..., A, ist genau dann ein Theorem von G3, wenn die Formel
ALV Ay V...V A, ein Theorem im Kalkiil der semantischen Tableaus ist.

MT?2. Eine Sequenz Ai, As,..., A, — Bi,Bs,...,B, ist genau dann in G8 beweisbar,
wenn die Formel Ay A Ay A...NA, D By V By V...V B, ein Theorem im System der
semantischen Tableaus ist.

Die Beweise von MT1 und MT?2 geben wir nicht an, wir verdeutlichen nur die Grundgedanken.
Wenn wir ein geschlossenes semantisches Tableau fiir eine Formel A haben, so bilden wir fiir
jedes Teiltableau dieses Tableaus auf folgende Weise eine Sequenz: Alle Formeln des linken
Teiltableaus schreiben wir links vom Sequenzenzeichen —, und alle Formeln des rechten Teil-
tableaus schreiben wir rechts vom Sequenzenzeichen —. Alle so erhaltenen Sequenzen sind
Axiome von G383, da ja alle Teiltableaus geschlossen sind. Auf diese Sequenzen wenden wir in
G3 die gleichnamigen Regeln wie im Kalkiil der semantischen Tableaus, nur in umgekehrter
Reihenfolge, an. Auf diese Weise erhalten wir einen Beweis der Sequenz — A. In umgekehrter
Richtung wird der Beweis analog gefiihrt.

Wir bauen einen Beweis der Sequenz — p A g D ~(~pV ~q) im Kalkill G8 auf, indem wir
von dem geschlossenen semantischen Tableau der Formel p A ¢ D ~(~p V ~q) im Abschnitt 14
des vierten Kapitels ausgehen.
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Natiirliches Schlieffen

PAGD, G ~pV ~q,~p —> p,~(~pV ~q),pAqD ~(~pV ~q)
PAGD, G ~pV ~q,~q— q,~(~pV ~q),p ANq D ~(~pV ~q)
PAGD,q~pV ~q,~p — ~(~pV ~q),pAqg D ~(~pV ~q)
PAGD,q~pN ~q~q — ~(~pV ~q),p Aqg D ~(~pV ~q)
PAGD,G~pV ~g — ~(~pV ~q),p Ag D ~(~pV ~q)
PAG PV ~g — ~(~pV ~q),pAg D ~(~pV~q)

pAGg— ~(~pV ~q),pAqgD ~(~pV~q)
—pAqgD ~(~pV ~q)
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6. Kapitel
Axiomatischer Aufbau der klassischen
zweiwertigen Aussagenlogik (Aussagenkalkiil)

6.1 Aussagenalgebra und Aussagenkalkiil

Von den Tautologien einer gegebenen Aussagenalgebra kann man einige Tautologien auswéhlen
und Regeln angeben, nach denen man aus diesen Tautologien die iibrigen Tautologien gewinnen
kann. Die ausgewiihlten Tautologien nennt man dabei Aziome, die erwiihnten Regeln Schlufsre-
geln, die Axiome und die aus den Axiomen mit Hilfe der Schlufiregeln gewonnenen Tautologien
Theoreme. Ein auf solche Weise aufgebautes logisches System gehort zu den sogenannten Aus-
sagenkalkiilen. Ein Aussagenkalkiil wird in diesem Falle mit dem Ziel aufgebaut, dal die Menge
der Theoreme und die Menge der Tautologien der gegebenen Aussagenalgebra identisch sind.
Den Aufbau eines Aussagenkalkiils nennt man hier eine Axiomatisierung einer gegebenen Aus-
sagenalgebra. Bei einem solchen Aufbau will man die Untersuchung der Menge aller Tautologien
auf die Untersuchung der Eigenschaften einer beschréinkten Zahl von Tautologien reduzieren
und dafiir eine einfache und bequeme Methode angeben.

Bis jetzt haben wir den Aussagenkalkiil als ein heuristisches Mittel charakterisiert, das in
der Aussagenalgebra verwendet wird. Es ist aber auch die umgekehrte Beziehung méglich. Da-
bei wird ein Aussagenkalkiil unabhéngig von einer Aussagenalgebra als selbsténdiges System
aufgebaut: Es werden ein Verzeichnis der Aussagenvariablen und Operatoren, Regeln zur Bil-
dung von Formeln, ein Verzeichnis der als Axiome ausgewihlten Formeln, ein Verzeichnis von
Schlufiregeln usw. angegeben. Die semantischen Termini v und f werden dabei nicht verwen-
det. Fiir die Untersuchung der Eigenschaften des Kalkiils wird als heuristisches Mittel eine
Aussagenalgebra geschaffen oder herangezogen (wenn es sie in fertiger Form gibt). Man macht
das, um festzustellen, ob der Kalkiil widerspriichlich ist oder nicht oder ob die Menge der in
ihm ableitbaren Theoreme ausreichend vollstéindig ist oder nicht. Fine Aussagenalgebra ist
dazu oftmals notwendig und nicht nur ein mégliches heuristisches Mittel.

Doch auch im zweiten Fall werden Aussagenkalkiile, wenn sie im Interesse der Wissenschaft
der Logik und fiir die Losung spezieller logischer Probleme bestimmt sind, so konstruiert, dafl
existierende oder annehmbare Aussagenalgebren einen wesentlichen Einfluf§ auf sie ausiiben und
in gewissem Rahmen die Art und die Eigenschaften ihrer Elemente vorausbestimmen.

Einen Aussagenkalkiil nennt man klassisch, wenn alle seine Theoreme Tautologien in einer
zweiwertigen Aussagenalgebra und alle Tautologien einer zweiwertigen Aussagenalgebra (mit
den entsprechenden logischen Operatoren) in dem Kalkiil Theoreme sind. Klassischen Aussa-
genkalkiil nennt man aber auch den ganzen Bereich der Logik, in dem solche Kalkiile dargestellt
und ihre Eigenschaften und Beziehungen untersucht werden.

6.2 Basis des Kalkiils NS
Alphabet des Kalkiils NS:

1. die Buchstaben p, ¢, » mit und ohne Indizes - Aussagenvariablen
2. ~ und D - die aussagenlogischen Operatoren der Negation und Subjunktion
3. Klammern als Hilfszeichen.
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D1. Aussagenlogische Formel:

1. Eine Aussagenvariable ist eine aussagenlogische Formel;
2. wenn A eine aussagenlogische Formel ist, so ist ~A eine aussagenlogische Formel;
3. wenn A und B aussagenlogische Formeln sind, so ist (A D B) eine aussagenlogische Formel;
4. eine aussagenlogische Formel liegt nur vor, wenn es auf Grund der Punkte 1-3 der Fall ist.
D2. Wenn (A D B) eine Formel ist, so nennen wir den Operator O Hauptsubjunktion
dieser Formel, die Formel A Antezedent und die Formel B Konsequent dieser Formel.
D3. Eine Formel A kommt in einer Formel B vor (hat ein Vorkommen in B) genau dann,
wenn A ein graphischer Teil von B ist und dabei der Definition DI geniigt.
Mit dem Symbol A{a/B} stellen wir die Formel dar, die man aus A durch Einsetzen der
Formel B fiir die Variable a iiberall, wo diese in A vorkommt, erhélt.
Mit dem Symbol A[B/C] stellen wir eine Formel dar, die man aus A durch Ersetzen von null
oder mehr Vorkommen der Formel B in A (nicht unbedingt aller) durch die Formel C' erhilt.

Axiome von NS

Al. (pD(q>Dp))

A2. ((p>(@>r)>((p29>(>7))

A3. ((~p>~q) D (g>Dp).

Das Axiom A1 nennt man Gesetz der Prdmissenbelastung, das Axiom A2 Fregeschen Ketten-
schluf$ (oder Distributionsgesetz der Subjunktion) und das Axiom A8 umgekehrtes Gesetz der
Kontraposition.

Schlufiregeln von NS:

R1. Wenn a eine Variable ist, so erhélt man A{a/B} aus A, wobei B eine beliebige Formel
ist.

R2. Aus den Formeln (A D B) und A erhélt man die Formel B.

Die Regel R1 nennt man Einsetzungsregel fir Variablen, die Regel R2 Abtrennungsregel oder

modus ponens. In R2 nennt man die Formel (A D B) grofle Voraussetzung und die Formel A

kleine Voraussetzung. Wir treffen die gleichen Vereinbarungen iiber Klammereinsparungen wie

in der Aussagenalgebra.

6.3 Beweise und Beweise aus Annahmen (Ableitungen)

D1. Ein Beweis einer Formel A im Kalkiil NS ist eine endliche Folge von Formeln, von
denen jede entweder ein Axiom von NS ist oder aus vorhergehenden Formeln der Folge nach
den Schlufiregeln R1 oder R2 gewonnen wurde, wobei die letzte Formel der Folge A ist. Eine
Formel, fiir die es in NS einen Beweis gibt, nennt man eine in NS beweisbare Formel
oder ein Theorem von NS.

So ist beispielsweise die Folge von Formeln

pD(@Dr)D(p>gD(pDr))
pD>(@>p)>(pD>9D(pDp)
pD(¢Dp)

pDgD(pDp)
pD(@>p)D>(pDp)

pOp

SEENANE SO A
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Abschnitt 6.3 Beweise und Ableitungen

ein Beweis der Formel p O p in NS. Die Formel in der ersten Zeile ist A2, die Formel 2 erhélt
man nach R1 aus A2 (fiir die Variable r wird die Formel p eingesetzt), die 3. Zeile ist A1, die
Formel 4 erhilt man nach R2 aus der 2. und 3. Zeile, die Formel 5 erhélt man aus 4 nach der
Einsetzungsregel (fiir ¢ wird (¢ D p) eingesetzt), die 6. Formel erhilt man schliefilich aus 3 und
5 nach R2. Damit haben wir das erste Theorem bewiesen:

T1. pDp

Wir machen darauf aufmerksam, daB ein Beweis einer Formel ein sichtbares ,Ding* ist, d. h.
eine Folge von sichtbaren Symbolen, die in einer bestimmten Ordnung und nach bestimmten
Regeln geschrieben sind. Auflerdem ist unser Beweisbegriff im folgenden Sinne effektiv: Von
jeder vorgegebenen Folge von Formeln kann man in endlich vielen Schritten entscheiden, ob sie
ein Beweis ist oder nicht.

Wenn eine Formel A ein Theorem ist, so schreiben wir dies der Kiirze halber mit dem Symbol
F A.

Dieses Symbol ist nur eine kurze Schreibweise der Behauptung ,Die Formel A ist ein Theo-
rem* und nichts anderes. Es ist ein Mittel der Sprache, in der wir iiber Formeln des Systems
NS sprechen, und nicht ein Element der Sprache von NS selbst. Im weiteren geben wir Beweise
von Theoremen als Folgen von Formeln an und schreiben rechts von ihnen in Klammern, auf
Grund welcher Theoreme und Regeln dieser oder jener Schritt des Beweises vollzogen wurde.

Mehrmalige Anwendungen von R1 werden auch nur mit R1 gekennzeichnet. Wir illustrieren
dies am Beispiel des folgenden Theorems.

T2. ~pD(pDq)

l.~¢gD~pD(pDq) (A3, R1)
2.~qD~p2D(PDq) D(~pD(~gD~pD(pDq))) (A1, R1)
3. ~pD(~gD~pD(pDq)) (1., 2., R2)
4. ~pD(~qD~pD(g2q) D(~pD(~¢D~p)D(~pD(pDq)) (A2, R1)
5. ~pD(~gD~p)D(~pD(pDq)) (3., 4., R2)
6. ~p D (~q D ~p) (A1, R1)
7. ~pD(pDq) (5., 6., R2)

Ein und dasselbe Theorem kann auf verschiedene Weise bewiesen werden. Eine Aufgabe
der Entwicklung von Kalkiilen besteht darin, Beweisverfahren zu finden, die das Beweisen
von Theoremen erleichtern. Mit dem Deduktionstheorem werden wir im Abschnitt 5 ein sehr
einfaches und bequemes Verfahren zum Beweis von Theoremen kennenlernen. Vorbereitend
miissen wir dazu noch einige neue Begriffe einfiihren.

D2. Eine Variante einer Formel A nennen wir eine Formel B, die man aus A durch eine
solche Einsetzung von Variablen erhélt, bei der zwei Vorkommen ein und derselben Variablen
in A Vorkommen ein und derselben Variablen und zwei Vorkommen verschiedener Variablen in
A Vorkommen verschiedener Variablen bleiben. Beispielsweise sind die Formeln r O (¢ D ),
g O (p D q) Varianten der Formel p D (¢ D p). Entsprechend verwenden wir die Ausdriicke
Variante eines Axioms, Variante eines Theorems und Variantenbeweis.

D3. Ein Beweis einer Formel B aus den Annahmeformeln A;,..., A, (symbolisch:
Ay, ..., A, F B) ist eine endliche Folge von Formeln, deren letztes Glied die Formel B ist und
von denen jede entweder eine Variante eines Axioms oder eine der Annahmeformeln A4, ..., A,

ist oder aus zwei vorhergehenden Gliedern der Folge mit Hilfe der Abtrennungsregel R2 oder
aus einem vorhergehenden Glied der Folge mit Hilfe der Einsetzungsregel R gewonnen wurde,
wobei bei einer Anwendung von RI nur fiir solche Variablen eingesetzt wird, die nicht in den
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6. Kapitel — Aussagenkalkiil

Annahmeformeln Ay, ..., A, vorkommen. Anstelle des Ausdrucks ,,Beweis einer Formel B aus
1, s £in 9

den Annahmeformeln A, ..., A, “ sprechen wir auch von einer Ableitung einer Formel B

aus den Formeln A;,... A,.

Eine Ableitung unterscheidet sich von einem Beweis dadurch, daf in einer Ableitung aufler
den Axiomen auch Varianten von Axiomen und die jeweiligen Annahmeformeln verwendet
werden konnen und dafl die Anwendung der Einsetzungsregel eingeschrinkt wird.

Wir kénnen einen Beweis als einen Spezialfall einer Ableitung betrachten, bei dem n = 0 ist,
da in diesem Falle auch die Beschréinkung der Einsetzungsregel aufgehoben ist.

Beispiel fiir einen Beweis aus Annahmen: Wir beweisen die Ableitbarkeitsbeziehung
T3. pDgq,qDr,pkr

(in Abschnitt 5 wird deutlich, warum wir Ableitbarkeitsbeziehungen als Theoreme mitzéihlen).
Ableitung:

1. pDyg (AF)
2. ¢qDr (AF)
3. p (AF)
4 ¢ (1., 3., R2)
5. 7 (2., 4., R?)

Die Einschrénkung fiir die Einsetzungsregel in Beweisen aus Annahmen ist wesentlich. Wiir-
de man diese Einschriinkung nicht treffen, héitte beispielsweise folgende Ableitbarkeitsbeziehung
Giiltigkeit: p = g. Solch ein Ableitbarkeitsbegriff wire aber wertlos. Wir hatten beim wahr-
heitsfunktionalen Aufbau der Aussagenlogik festgestellt, dafl die Einsetzungsregel zwar von
Tautologien stets zu Tautologien und von Kontradiktionen stets zu Kontradiktionen fiihrt, dafl
sie aber nicht von logisch indeterminierten Formeln stets zu logisch indeterminierten Formeln
fithrt. Mit anderen Worten, fiir die Einsetzungsregel gilt nicht: Wenn die Voraussetzungen
der Regel bei einer bestimmten Wertkombination der Variablen den Wert v haben, so haben
auch die Folgerungen bei dieser Kombination den Wert v. Da die Annahmeformeln in ei-
ner Ableitung beliebige Formeln (Tautologien, Kontradiktionen, oder logisch indeterminierte
Formeln) sein kénnen, sind Einsetzungen fiir Variablen, die in den Annahmeformeln vorkom-
men, verboten. Um trotzdem in Ableitungen alle Einsetzungen in Axiomen und Theoremen
zu ermdglichen, wurden die Begriffe ,Variante eines Axioms* und ,,Variante eines Theorems*
eingefiihrt.

Ubungen:

Beweisen Sie folgende Ableitbarkeitsbeziehungen:
1. ¢gOor,pDgqg,phkr

2. pDgDr,qgkr

3. ~pDn~q,qkrDp

6.4 Abgeleitete Operatoren

Im System NS haben wir nur die Negation und die Subjunktion als Grundoperatoren. Andere
aussagenlogische Operatoren lassen sich mit Hilfe folgender Definitionen einfiihren.

D1. (AVB) =py (~A> B)
D2. (A N B) =Def N(A D) NB)
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Abschnitt 6.5  Deduktionstheorem

D3. (A|B)=pes (~AV ~B)

D4. (A{B) =pes (~AA~B)

D5. (A# B)=p.s (AN~B)V (~AAB)

D6. (A=B)=p;s(ADB)AN(BDA).

Mit diesen Definitionen haben wir die Entscheidung getroffen, dafi jeweils die Formel links vom
Definitionszeichen =p.; (Definiendum) eine Abkiirzung fiir die Formel rechts vom Definitions-
zeichen (Definiens) ist. Auf Grund unserer Entscheidung sind die Formeln rechts und links
vom Definitionszeichen jeweils bedeutungsgleich. Wenn wir eine Definition der Form A =p.; B
akzeptiert haben, so stellen die Symbole C', C[A/B] die gleiche Formel dar. Wir kénnen deshalb
folgende Ersetzungsregel fiir definitionsgleiche Formeln akzeptieren:

RD: Wenn A =p.s Bund F C, sot+ C[A/B] und - C[B/A].

6.5 Deduktionstheorem

MT1. (Deduktionstheorem). Wenn Ay,..., A, - B, so Ay,..., A, 1 - A, D B.

Beweis: Nach der Bedingung von MT1 ist ein Beweis von B aus den Annahmeformeln A, ...
..., A, gegeben. Die folgende Folge von Formeln sei der Beweis von B aus den Annahmeformeln

Al,...,AnZ

() B

anl

B,

B,
B, ist dann die Formel B. Wir beweisen M71 durch Angabe eines effektiven Verfahrens,
nach dem man jeden Beweis aus Annahmen A;,..., A, - B in den Beweis aus Annahmen
Ai,..., A1 F A, D B umformen kann. Dazu formen wir die Ableitung I in folgende Formel-
folge um:
(I) A, D B

An O B,

A, D B,

A, D B,
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Die Formelfolge II ist noch keine Ableitung. Wir zeigen jetzt durch Induktion iiber den Index
von B, wie man diese Formelfolge durch sukzessive Einschiebungen in die Ableitung

(III) A17"'7A'n—1 FA,D>B

umformen kann.

Anfangsschritt des Induktionsbeweises: Aus der Definition eines Beweises aus Annahmen ergibt
sich, daB8 By in (I) eine Annahmeformel (AF') oder eine Variante eines Axioms ( VA) sein kann.
Ist B; eine Annahmeformel, so sind wieder zwei Fille méglich: B; kann die Annahmeformel
A, oder eine Annahmeformel verschieden von A,, sein. Wir haben also die folgenden drei Fille
zu unterscheiden:

a) Bl =VA
b) B, = AF # A,
C) Bl = AF = An

Wir geben jetzt fiir diese Fiille die Einschiebungen an, die die Anfangsformel von (II) in einen
Anfang der Ableitung (III) verwandeln.

a) 1. By (VA)
2. B D (A, D By) (A1, R1)
3. A,D B (1., 2., R2)
b) 1. B; (AF# A,)
2. By D (A,D By) (A1, R1)
3. 4,0 B (1., 2., R2)
¢) A, D B (T1, R1, B, = A,).

Damit ist der Anfangsschritt des Induktionsbeweises beendet.

Induktionsannahme: In der Formelfolge (II) wurden bis zur Formel A, D B, _; alle erforderli-
chen Einschiebungen vorgenommen.

Induktionsschritt: Wir zeigen jetzt, welche Einschiebungen man in (II) vor A, O B, machen
mufl. Dazu unterscheiden wir wieder alle Félle, wie B,, in (I) gewonnen werden kann. Aufler den
drei im Anfangsschritt des Beweises betrachteten Fillen, die hier genauso behandelt werden,
sind nach der Definition eines Beweises aus Annahmen noch folgende zwei Félle moglich:

d) B, wird aus zwei vorhergehenden Formeln der Folge B, O B, und Bj nach der
Abtrennungsregel R2 gewonnen,

e) B, wird aus einer vorhergehenden Formel B; der Folge mit Hilfe der Einsetzungsregel R1
gewonnen, wobei die Aussagenvariable, fiir die eine Einsetzung vorgenommen wird, nicht
in den Annahmeformeln A4, ..., A, vorkommt.

Im Fall d) nehmen wir folgende Einschiebungen vor:

d) 1. A,D(BrDB,) D (4,2 Br D (A, D By)) (A2, R1)
2. A, DB, D (A, D By) (1., A, D (Br. D B,), R2)
3. A, DB, (2., A, D Bi, R2).

Die beiden Formeln A,, D (By D B,,) und A,, D By stehen auf Grund der Induktionsannahme
in der vorhergehenden Folge.

Im Falle e) sind keine Einschiebungen erforderlich, da wir A,, O B,, nach der gleichen Ein-
setzung aus A, O B; erhalten, nach der man B, aus B; erhilt. A, verdndert sich bei dieser
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Einsetzung wegen der Einschrinkung der Einsetzungsregel in Beweisen aus Annahmen nicht.
Damit ist der Beweis des Deduktionstheorems beendet.

Beim Beweis des Deduktionstheorems verwendeten wir nur die folgenden drei Theoreme:

p>(g>p),

pD(@D>r)D(pD>gD(pDr)) und

DO p.
In einem axiomatischen System der Aussagenlogik mit den entsprechenden Grundoperatoren
geniigt der Beweis dieser drei Theoreme, um das Deduktionstheorem zu beweisen. Als Folgerung
aus dem Deduktionstheorem erhalten wir:

MT2. Wenn Ay,...,A,FB;sokA D(AD...D(A,DB)...).

Das Deduktionstheorem konstatiert einen wesentlichen Zusammenhang zwischen Beweisen und
Ableitungen. Wenn wir im weiteren Theoreme beweisen wollen, so geniigt es, zunéchst die
entsprechende Ableitbarkeitsbeziehung zu beweisen und darauf das Deduktionstheorem anzu-
wenden. Als abgeleitete Schlufiregel erleichtert uns das Deduktionstheorem das Finden von
Beweisen. Aus der in Abschnitt 3 bewiesenen Ableitbarkeitsbeziehung

pPOg¢qOrphkr
erhalten wir durch dreimalige Anwendung von MT1
T3. FpDgD(gDrD>(pDr)).

Im weiteren schreiben wir die Beweise nicht immer vollstéindig auf, sondern fassen manchmal
mehrere offensichtliche Beweisschritte zu einem zusammen. Auflerdem schreiben wir als Be-
weiszeilen auch Ableitbarkeitsbeziehungen der Form A + B, machen von der Transitivitéit der
Ableitbarkeitsbeziehung Gebrauch und verwenden das Deduktionstheorem.

T4. ~pDpDp

1L.~p>(p>q) (72)
2. ~pDpD(~pDyq) (1., A2, R1, R2)
3. ~p2DpD(~p2~(p>p) (2., R1)
4. ~pDOpk~pD~(pDp) (3., R2)
5. ~pD~(pDp)EpDpDp (A3, R1, R2)
6. ~pD~(pDp) Fp (5., T1, R2)
7. ~pDpkp 4., 6.)
8. F~pDpDp (7., DT)

Die Zeile 7 erhalten wir aus den Zeilen 4 und 6 wegen der Transitivitét der Ableitbarkeitsbe-
ziehung.

T5. (~pDq) D (~p>D~q>Dp)
Dazu beweisen wir zunéichst die folgende Ableitbarkeitsbeziehung:
~p D q,~p D ~qkp,

und wenden darauf zweimal das Deduktionstheorem an.

1. ~pDg (AF)
2. ~pD~yq (AF)
3. ~pD~qgD(¢Dp) (A3)
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4. qDp (2., 3., R2)
5. ~pDp (1., 4., T3, R1, R2)
6. p (5., T4, R2).

MT3. Wenn Ay,...,A,,~BFCund Ay,...,A,,~BF~C,s0 Ay,..., A, - B.

Beweis von MT3: Auf die beiden Voraussetzungen von MT3 wenden wir jeweils MT1 an und
erhalten:

(1) Ay,..., Ay ~B>C
(2) Ay,...,AnF ~B > ~C.

Durch Einsetzung in 75 erhalten wir:
3) H(~B>C)D>(~B>~CDB,).
Durch zweimalige Anwendung von R2 ergibt sich:

Ai,..., A, F B.
Ubungen:

1. Mit dem Beweis des Deduktionstheorems wurde gleichzeitig ein effektives Verfahren
gegeben, nach dem man eine Anwendung des Deduktionstheorems eliminieren kann.
In einer gegebenen Ableitung muBl man nur die entsprechenden Umformungen und
Einschiebungen vornehmen, die im Beweis des Deduktionstheorems in allgemeiner Form
angegeben wurden. Formen Sie die Ableitung von 78 so um, daBl sie ein Beweis von T3
ohne Anwendung von MT1 wird!

2. Beweisen Sie folgende Theoreme:

T6. ~~p D p

T7. p D ~~p

T8. p2 gD (~q D ~p)
T9. p 2 (~¢ D ~(p D q))
T10. p D¢ D (~p D¢ D q)!

6.6 Semantische Interpretation und Widerspruchsfreiheit des Kalkiils NS

Eine semantische Interpretation eines Kalkiils ist die Gesamtheit von Regeln, nach denen den
Formeln des Kalkiils Wahrheitswerte zugeschrieben werden. Ein solches Regelsystem ist eine
Aussagenalgebra. Wir verwenden als semantische Interpretation des Kalkiils NS die in der zwei-
wertigen Aussagenalgebra behandelten Regeln, nach denen Formeln mit der Subjunktion und
der Negation Wahrheitswerte zugeschrieben werden. Wir benutzen auch die dort eingefiihrte
Terminologie. Die hier angegebene Interpretation nennen wir semantische Hauptinterpretation

des Kalkiils NS.

MT1. Jedes Theorem des Kalkiils NS ist eine Tautologie.

Beweis: Der Beweis wird induktiv gefithrt. Wir zeigen zunéchst, daf3 alle Axiome von NS
Tautologien sind. Dann iiberzeugen wir uns davon, dal die Schluiregeln von NS stets von
Tautologien zu Tautologien fiihren. Aus folgenden Tabellen ist ersichtlich, dafl die Axiome
Tautologien sind.:
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p > (@ > p)

vov v v W

v v f v w

f v v f f

foo f v f

~ p DO ~ q D (@ O p

f v v f v v v v w

fv v v f v f v w

v f f f vov v ff

v f v v f v f v f

p 2> (¢ >r) > >q¢ > D7)
vov v v v v v v v U U U U
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Nach T8 aus Abschnitt 5 des vierten Kapitels wissen wir bereits, dal die Einsetzungsregel R1
stets von Tautologien zu Tautologien fiihrt, d. h., die Regel R1 erhilt die Allgemeingiiltigkeit.
Wenn A O B und A Tautologien sind, so ist nach der Wahrheitstabelle fiir die Subjunktion

auch B eine Tautologie, d.h., auch die Regel R2 vererbt die Allgemeingiiltigkeit. Damit ist
MT1 bewiesen.

MT2. (Theorem der Widerspruchsfreiheit beziiglich der Negation). Zwei Formeln A und
~ A kénnen nicht beide Theoreme von NS sein.

Beweis: Angenommen, A und ~A wiren beide Theoreme, dann miifiten sie nach MT7 beide
Tautologien sein. Das ist aber auf Grund der Definition der Negation nicht moglich.

MT3. Das System NS ist absolut widerspruchsfrei.
Der Beweis von MT$8 ergibt sich unmittelbar aus M7T2.

6.7 Semantische Vollstindigkeit des Kalkiils NS

Angenommen, B sei eine Formel, und by, ...,b, seien alle in ihr vorkommenden paarweise
verschiedenen Variablen, f3,,..., 3, sei eine beliebige Wertkombination, die den Variablen zu-
geschrieben wird. Weiter sei A; die Variable b; (i = 1,...,n), wenn b; der Wert v bei der
gegebenen Wertkombination zugeschrieben wird; und A; sei ~b;, wenn b; der Wert f zuge-
schrieben wird. Schliellich sei B* die Formel B, wenn B bei der gegebenen Wertkombination
B1,...,0, der Variablen den Wert v hat, und B* sei ~B, wenn B bei dieser Wertkombination
den Wert f annimmt.

MT1. A, ..., A, F B

Beweis: Wir fiihren den Beweis induktiv iiber die Zahl der Vorkommen von logischen Operato-
ren in B. Angenommen, B sei eine der Variablen by, ...,b,. Wenn B der Wert v zugeschrieben
wird, so kommt sie unter den Annahmen Aq,..., A, ohne Negation vor, und B* ist eine der

113



6. Kapitel — Aussagenkalkiil

Variablen ohne Negation. Wenn B der Wert f zugeschrieben wird, so kommt ~B unter den
Annahmen A4, ..., A, vor, und B* ist die Formel ~B. Nach der Definition eines Beweises aus
Annahmen gilt dann in beiden Fillen

A, AR A (=1, ,n).
Wir nehmen an, B sei ~C', und das Theorem sei fiir C giiltig, d. h.
Ay, .. AL FCF
wobei C'* eine der Formeln C oder ~C' in Abhéngigkeit davon ist, ob C' den Wert v oder f hat.
Nehmen wir an, C* sei C. Dann gilt nach T7
Ay, . AL E ~nC
und da ~~C' die Formel ~ B ist, gilt
Ay, ..., A, F ~B.
Angenommen, C* sei ~C'. Dann gilt
Ay, ..., A, F B,

da ~C' die Formel B ist. Und wenn fiir die gegebene Wertkombination 3, ..., 3, die Formel
C den Wert v annimmt, so nimmt B den Wert f an, und B* ist ~B. Wenn hingegen C' den
Wert f hat, so hat B den Wert v, und B* ist B. Wir erhalten also

Ay, ..., Ay F B

Angenommen, B sei C' D D. Nach der Induktionsannahme gilt dann
A, ALECE
A, ..., A F D,

wobei C* und D* entsprechend die Formeln C und D oder ~C und ~D in Abhéngigkeit davon
sind, ob sie den Wert v oder f annehmen. Es sind folgende Fille moglich:

1) D* ist D; dann ist B* die Formel C' D D, da D den Wert v hat und nach der Definition
von D auch die Formel C' O D den Wert v hat;

2) C*ist ~C; dann ist B* gleichfalls die Formel C' O D, weil C' den Wert f hat und folglich
C D D den Wert v;

3) C*ist C, und D* ist ~D; dann ist B* die Formel ~(C D D).
Fiir den ersten Fall erhiilt man das Theorem nach der Regel R2 aus
A, ..., A, D,
Ay,...,A, - DD (CDD),

wobei D D (C D D) eine Einsetzung in eine passende Variante von A1 ist. Fiir den zweiten
Fall erhélt man das Theorem analog aus

AL, A F~C,
Ay, ..., Ay, - ~C > (C > D),

wobei ~C D (C D D) eine Einsetzung in eine passende Variante von T2 ist. Fiir den dritten
Fall erhélt man das Theorem aus

Ay, A FC,
Ay, ... A, F~D,
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A, .., A, FCD(~DD~(CDD))
nach der Regel R2, wobei C' D (~D D ~(C D D)) eine Einsetzung in eine Variante von T9 ist.
MT2. (Theorem der semantischen Vollstéindigkeit). Wenn B eine Tautologie ist, so - B.

Beweis: Angenommen, A;,..., A,, B* seien die gleichen Formeln wie in MT1. Da B eine
Tautologie ist, ist B* immer die Formel B. Nach MT1 gilt
Ai,..., A, F B.

Dies gilt sowohl in dem Fall, wo b,, der Wert v zugeschrieben wird und A,, die Variable b, ist,
als auch in dem Fall, wo b,, der Wert f zugeschrieben wird und A,, die Formel ~b,, ist. Es gilt
also

Ala"'aAnfly bn - B?
Ay, A,y ~b, - B.

Nach dem Deduktionstheorem erhalten wir

Alw--aAn—l l_anB,
Ay A b ~b, O B

Nach R2 und T10 erhalten wir hieraus
A, ..., A,_1F B.

Auf diese Weise haben wir die Annahme A,, beseitigt. Wenn wir auf analoge Weise die iibrigen
Annahmen A, 1,...,A; eliminieren, so erhalten wir schliefllich - B.

D1. Ein logisches System ist semantisch vollstéindig im engeren Sinne genau dann,
wenn gilt:

Wenn Ay,..., A, F B,so Ay,..., A, - B.

MT3. Der Kalkiil NS ist semantisch vollstéindig im engeren Sinne.

Beweis: Wenn Aj,..., A, &= B, soist A1 D (... D (4, D B)...) eine Tautologie und auf
Grund von MT2 beweisbar. Mit Hilfe von R2 erhalten wir, dal dann gilt: A;,..., A, F B.

Ubung:

Beweisen Sie die semantische Vollstéindigkeit von NS, indem Sie die deduktive Aquivalenz von
NS und dem System AR aus den Ubungen zu Abschnitt 8 des fiinften Kapitels beweisen!

6.8 Ein anderer Vollstéindigkeitsbeweis fiir den Kalkiil NS

In diesem Abschnitt geben wir einen Vollstéindigkeitsbeweis fiir die Aussagenlogik an, des-
sen Grundgedanken auf L. Henkin (Henkin 1949) zuriickgehen. Die sogenannten Henkin-
Vollstandigkeitsbeweise sind vor allem fiir die Quantorenlogik und eine ganze Klasse ande-
rer logischer Systeme wichtig, da sie dort die einfachsten Vollstéindigkeitsbeweise sind. Die
Darstellung eines solchen Beweises fiir die Aussagenlogik dient vor allem dazu, dem Leser die
Grundgedanken dieser Beweise deutlich zu machen und ihm das Versténdnis des entsprechenden
Beweises fiir die Quantorenlogik zu erleichtern. Die Henkin-Beweise machen von einigen men-
gentheoretischen Begriffen Gebrauch, die wir im weiteren angeben, und sind keine effektiven
Beweise (zum Begriff des effektiven Beweises vgl. Ubung 1 zu Abschnitt 5 des 6. Kap.).
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D1. Wenn K eine Klasse von Formeln ist und B eine Formel, so sagen wir, dafl B aus K
ableitbar ist (symbolisch K I B), wenn es eine endliche Folge A, ..., A, von Formeln aus
K derart gibt, daf} A;,..., A, F B.

D2. Eine Formelklasse K ist inkonsistent genau dann, wenn es eine Formel B derart gibt,
da K+ B und K - ~B.

D3. Eine Formelklasse K ist konsistent genau dann, wenn es keine Formel B derart gibt,
daB K - Bund K - ~B.

D4. Wenn K eine konsistente Formelklasse und A eine Formel ist, so sagen wir, dafl A mit
der Klasse K vertriglich ist, wenn die Klasse, deren Elemente A und alle Formeln aus K
sind, konsistent ist. Im entgegengesetzten Falle ist A mit K unvertriglich.

D5. Eine Formelklasse K wird maximal konsistente Klasse genannt, wenn K konsistent
ist und wenn jede Formel A, die nicht Element von K ist, mit K unvertriglich ist.

Es gilt folgendes Existenztheorem einer maximal konsistenten Klasse:

T1. Jede konsistente Klasse K l4f3t sich zu einer maximal konsistenten Klasse K erweitern,
d. h., es existiert eine maximal konsistente Klasse K, zu deren Elementen alle Elemente von
K gehoren.

Beweis: Wir beweisen 77 dadurch, daBl wir eine Regel angeben, nach der die maximal konsi-
stente Klasse K eindeutig bestimmt wird, wenn eine konsistente Klasse K gegeben ist. Da
wir es mit unendlichen Klassen zu tun haben, 18t sich nach dieser Regel die betreffende Klasse
K™ natiirlich nicht effektiv konstruieren.

Zunéchst nehmen wir an, dafl alle Formeln durchnumeriert sind. Da wir nur abzihlbar
unendlich viele Formeln haben, ist eine solche Numerierung moglich. Wir kénnen dann von
der ersten, zweiten, ..., n-ten Formel dieser Numerierung derart sprechen, daf fiir jede Formel
eine positive ganze Zahl n existiert, die ihr bei dieser Numerierung zugeordnet ist. Wenn eine
konsistente Formelklasse K gegeben ist, so bilden wir auf folgende Weise eine unendliche Folge
von Formelklassen K°, K', K2, ... Die Klasse K" ist identisch mit K. Wenn die (n + 1)-te
Formel mit K™ vertriglich ist, so ist K™ die Klasse, deren Elemente die (n + 1)-te Formel
und alle Elemente von K" sind. Wenn die (n + 1)-te Formel nicht mit K™ vertréglich ist, so
sind K™ und K™*! identisch.

Die Konsistenz der Formelklassen K° K', K2, ... folgt induktiv aus der Konsistenz der
Formelklasse K, denn KV ist identisch mit K, und die Konsistenz von K"+ folgt aus der
Konsistenz von K™.

Mit K+ bezeichnen wir die Vereinigung der Klassen K°, K', K2, ..., d.h., eine Formel A
ist Element der Klasse K genau dann, wenn ein solches n existiert, dafl A Element der Klasse
K" ist.

Wenn K eine konsistente Klasse ist, so ist auch K eine konsistente Klasse. Wenn némlich

K™ inkonsistent ist, so existiert eine solche endliche Zahl von Formeln A;,..., A,, aus Kt
und eine solche Formel B, dal A;,... A,, F B und Aq,..., A,, & ~B. Nehmen wir an, k
sei die grofite Zahl, die in der gegebenen Numerierung den Formeln Aq,..., A,, zugeordnet

ist. Dann sind alle Formeln A, ..., A,, Elemente der Klasse K*, und folglich ist die Klasse K*
inkonsistent. Dies widerspricht jedoch der vorausgesetzten Konsistenz der Klassen K°, K, K?,
... Aulerdem gilt, wenn die Klasse K konsistent ist, so ist die Klasse K+ maximal konsistent.

Angenommen, A sei eine Formel, die mit der Klasse K vertréiglich ist, und A sei die (n+1)-
te Formel unserer Numerierung. Da A mit K vertréglich ist, mufl A auch mit K™ vertriglich
sein. Definitionsgemsf gehort A dann zur Klasse K™ und folglich zur Klasse K.
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Wir betrachten im weiteren nur solche maximal konsistenten Klassen K, die irgendeinen
axiomatisierten Aussagenkalkiil, beispielsweise den Kalkiil NS, enthalten, und geben einige
Eigenschaften solcher Klassen an.

T2. Wenn eine Formel A Element von K7 ist, so ist die Formel ~A kein Element von K.
Beweis: T2 gilt, da K konsistent ist.
T3. Wenn eine Formel A kein Element von K ist, so ist die Formel ~A Element von K.

Beweis: Wenn A kein Element von K™ ist, so ist A mit K+ unvertréglich, d.h., es gibt eine
solche Formel B, daf} aus der Klasse K vereinigt mit A sowohl B als auch ~B ableitbar sind.
Mit Hilfe des Deduktionstheorems erhalten wir:

Kt+AD>BA~B.

Nach dem Gesetz der Kontraposition gilt dann
KtF~(BA~B) D ~A,

und nach dem Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch erhalten wir
Kt ~A.

Also ist ~A mit K+ vertriglich und Element von K.

Nach T2 und T8 gilt demnach fiir jede Formel A: Entweder A oder ~A ist ein Element von
K.

Als Folgerung aus T2 und T8 erhalten wir, daBl jedes Theorem der Aussagenlogik in jeder
maximal konsistenten Formelklasse enthalten ist. Denn wenn gilt - A, so ist ~A eine Kon-
tradiktion und kann zu keiner konsistenten Formelklasse gehéren. Folglich gehért A zu jeder
maximal konsistenten Formelklasse.

T4. Wenn B ein Element der Klasse K ist, so ist auch A D B ein Element der Klasse K.

Beweis: Aus Kt F B erhalten wir mit Hilfe von p D (¢ D p), daB K - A D B. Die Formel
A D B ist also mit K vertriglich und folglich ein Element von K.

T5. Wenn A kein Element von K ist, so ist A D B ein Element von K.

Beweis: Auf Grund von 73 ist ~A Element von K, wenn A kein Element von K ist. Aus
K' F ~A erhalten wir K™ - ~AV Bund K+ + A D B. Die Formel A D B ist also mit K"
vertréiglich und folglich ein Element von K.

T6. Wenn A ein Element und B kein Element von K™ ist, so ist A D B kein Element von
K.

Beweis: Nach T3 ist ~B ein Element von K+, wenn B kein Element ist. Wenn nun A > B

ein Element von K wire, so wire K+ inkonsistent.

T7. Jede konsistente Formelklasse K ist gemeinsam erfiillbar, d. h., es gibt eine Kombination
von Wahrheitswerten fiir die Aussagenvariablen, bei der alle Formeln der Klasse K den Wert
v annehmen.

Beweis: Zu K gibt es nach T eine maximal konsistente Klasse K. Wir ordnen allen Aussa-
genvariablen, die Element von K+ sind, den Wert v und allen anderen den Wert f zu. Durch
Induktion tiber die Anzahl von logischen Operatoren in A zeigen wir jetzt, daf fiir alle Formeln
A gilt A = v genau dann, wenn A Element von K ist. Wenn A keine logischen Operatoren
enthilt, gilt die Behauptung auf Grund der oben angegebenen Zuordnung der Wahrheitswerte
zu den Aussagenvariablen. Wenn A n Operatoren enthiélt (n # 0), so kann es die Form ~B
oder B O C haben (wir betrachten hier eine Sprache der Aussagenlogik mit nur diesen beiden
Operatoren), und nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir die Formeln B und C, daf} sie genau
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dann Element von K sind, wenn sie den Wert v haben. Ist ~B in K, so ist nach T2 die
Formel B kein Element von K+, und nach der Induktionsvoraussetzung gilt B = f und folglich
~B = v. Ist ~B kein Element von K, so ist nach T3 B Element von K und B = v, folglich
~B = f. Ist B D C Element von K, so ist nach 76 B kein Element oder C' ein Element von
K*,d.h.,, B= f oder C = v. In beiden Féllen gilt B D C = v. Ist B D C kein Element von
K™, so ist nach T/ C kein Element von K, und nach T5 ist B ein Element von K, d.h.,
nach der Induktionsvoraussetzung gilt C' = f und B = v. Folglich gilt: B D C' = f. Es gibt
also eine Wertkombination fiir die Variablen, bei der alle Formeln aus K und damit auch die
aus K den Wert v annehmen. Damit ist der Beweis von T7 beendet.

Wir kénnen nun zum Beweis von MT8 des vorhergehenden Abschnitts iibergehen. Wir
beweisen den Satz: Wenn nicht gilt Ay,..., A, F B, so gilt auch nicht 4, ..., A, = B. Durch
Kontraposition erhalten wir daraus die Behauptung von MT§ des vorhergehenden Abschnitts.
Wenn die Ableitbarkeitsbeziehung A;,..., A, = B nicht gilt, so ist die Klasse Aq,..., A,,
~ B konsistent und nach 77 gemeinsam erfiillbar. Es gibt also eine Wertkombination fiir die
Variablen, bei der gilt Ay = v, ..., A, =v und B = f, d.h. aber, dal B nicht semantisch aus
Ai, ..., A, folgt. Damit ist MT3 bewiesen.

Die Behauptung MT2 des vorhergehenden Abschnitts erhalten wir fiir den Fall, dal n = 0.

6.9 Syntaktische Vollstindigkeit des Kalkiils NS

D1. Wir nennen ein deduktives System syntaktisch vollsténdig genau dann, wenn fiir
jede Formel A des Systems gilt: Entweder A ist ein Theorem, oder ein Hinzufiigen von A als
Axiom zum System macht dieses widerspriichlich.

MT1. (Theorem der syntaktischen Vollsténdigkeit). Das System NS ist syntaktisch voll-
stédndig.

Beweis: Angenommen, die Formel A ist kein Theorem von NS. Dann ist auf Grund des Theo-
rems der semantischen Vollstéindigkeit A keine Tautologie. Dies bedeutet, daf3 es eine Wert-
kombination fiir die in A vorkommenden Variablen gibt, bei der A den Wert f annimmt. Wir
fiigen A zu den Axiomen von NS hinzu. Nach der Regel fiir simultane Einsetzungen kénnen wir
aus A eine Formel B auf folgende Weise erhalten: Wenn bei der erwiihnten Wertkombination
fiir die Variablen, bei der A den Wert f annimmt, der Variablen a der Wert v zugeschrieben
wird, so setzen wir fiir a die Formel a D a ein, die immer den Wert v hat. Wird hingegen der
Variablen a der Wert f zugeschrieben, so setzen wir fiir sie die Formel ~(a D a) ein, die immer
den Wert f hat. Offensichtlich nimmt die durch diese Einsetzung aus A gewonnene Formel B
immer den Wert f an und ist eine Kontradiktion. Folglich ist die Formel ~B eine Tautologie,
und auf Grund des Theorems iiber die semantische Vollsténdigkeit gilt - ~B. Wenn wir jedoch
F A zulassen, miissen wir auf Grund der Einsetzungsregel auch - B zulassen. Damit ist das
Theorem bewiesen.

Das Theorem der syntaktischen Vollstéindigkeit von NS bedeutet, daf} sich die Klasse der
Theoreme dieses Kalkiils nicht ohne Widerspruch erweitern 1é8t. NS ist also ein maximal weites
System.

6.10 Unabhingigkeit des Kalkiils NS

D1. Ein Axiom A’ nennt man unabhéingig von den iibrigen Axiomen und Schlufiregeln eines
Kalkiils genau dann, wenn es kein Theorem in dem Kalkiil ist, den man durch Ausschlufl von
A" aus der Zahl der Axiome erhiilt.
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D2. Eine Grundregel R’ nennt man unabhéngig von den iibrigen Axiomen und Grundregeln
eines Kalkiils genau dann, wenn sie keine abgeleitete Schlufiregel in dem Kalkiil ist, den man
durch Ausschlul von R’ aus dem urspriinglichen Kalkiil erhélt.

D3. Einen logischen Kalkiil nennen wir unabhéingig genau dann, wenn alle seine Axiome
und Grundregeln unabhéingig sind.

Die Unabhéingigkeit von Axiomen und Grundregeln wird auf folgende Art und Weise bewie-
sen: Will man die Unabhiingigkeit eines Axioms A® von den iibrigen Axiomen und Grundregeln
eines Axiomensystems beweisen, so sucht man eine Eigenschaft, die dem Axiom A’ nicht zu-
kommt, die den iibrigen Axiomen zukommt und die von den Grundregeln des Systems vererbt
wird, d.h., wenn die Voraussetzungen einer Regel diese Eigenschaft besitzen, so besitzt auch
die Folgerung dieser Regel diese Eigenschaft. Gelingt es, eine solche Eigenschaft anzugeben, so
ist damit gezeigt, dal das Axiom A’ nicht aus den iibrigen Axiomen mit Hilfe der Grundregeln
des Systems abgeleitet werden kann.

Will man die Unabhéingigkeit einer Grundregel R® von den Axiomen und iibrigen Regeln
eines Systems beweisen, so sucht man wieder eine Eigenschaft, die allen Axiomen des Systems
zukommt und die von den iibrigen Grundregeln des Systems vererbt wird. Auflerdem gibt man
ein Theorem des Systems an, das diese Eigenschaft nicht besitzt. Gelingt dies, so kann das
betreffende Theorem nur mit der Regel R® bewiesen werden. Damit ist die Unabhingigkeit von
R bewiesen.

Sehr geeignet fiir den Beweis der Unabhiingigkeit von Axiomen und Schlufiregeln sind Me-
thoden der mehrwertigen Logik. Anstelle von zwei Wahrheitswerten wird ein Komplex von
mehr als zwei Wahrheitswerten eingefiithrt. Diese Wahrheitswerte werden in ausgezeichnete und
nichtausgezeichnete Wahrheitswerte eingeteilt. Den Aussagenvariablen werden die Wahrheits-
werte genauso wie in der zweiwertigen Aussagenalgebra zugeschrieben. In der mehrwertigen
Aussagenlogik gibt es dabei natiirlich mehr mogliche Wertkombinationen. Fiir die Operatoren
werden Wertetabellen analog denen der zweiwertigen Aussagenalgebra angegeben. Eine Tauto-
logie wird hier definiert als eine Formel, die nur ausgezeichnete Wahrheitswerte annimmt. Als
die Eigenschaft, von der bei der allgemeinen Erlduterung der Grundgedanken von Unabhéngig-
keitsbeweisen die Rede war, wihlt man jetzt die Eigenschaft, eine Tautologie in einer solchen
mehrwertigen Aussagenalgebra zu sein. Es ist offensichtlich, dafl es fiir solche Unabhéngig-
keitsbeweise nicht erforderlich ist, den gewiihlten Wahrheitswerten eine inhaltliche Deutung zu
geben.

MT1. Das Axiomensystem NS ist unabhéngig.

Beweis: Fiir den Beweis der Unabhéngigkeit von RI &ndern wir die Hauptinterpretation des
Kalkiils NS in folgender Weise. Wenn in einer Formel eine Variable vorkommt, die nicht in
den Axiomen vorkommt, so hat diese Formel den Wert f. Bei dieser Interpretation sind alle
Axiome Tautologien.

Wenn A O B und A Tautologien sind, so kommen in A und B keine Variablen vor, die nicht
in den Axiomen vorkommen, d.h., die Regel R2 fiihrt von Tautologien stets zu Tautologien.
Die Formel p; D (p2 D p1), die man mit Hilfe von R1 erhélt, hat (nach der zusétzlichen Regel)
den Wert f.

Fiir den Beweis der Unabhéingigkeit von B2 wihlen wir die Hauptinterpretation mit folgender
Ergéinzung: Wenn eine Formel nicht mehr als ein Vorkommen des logischen Operators D enthélt,
so hat sie den Wert f. Die Axiome und die aus ihnen mit Hilfe der Regel R1 gewonnenen
Formeln sind hierbei Tautologien, weil die Axiome alle mehr als einen Operator O enthalten
und eine Einsetzung die Zahl der Vorkommen dieses Operators nicht verringern kann. Mit Hilfe
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der Regel R2 erhilt man das Theorem p D p, dem geméf der zusétzlichen Regel der Wert f
zugeschrieben wird.

Kurz gesagt, die Unabhéngigkeit der Einsetzungsregel ist daraus ersichtlich, dafl man ohne
sie kein Theorem erhalten kann, das lénger als A2 ist, wihrend die Unabhéngigkeit der Ab-
trennungsregel daraus ersichtlich ist, dal man ohne sie kein Theorem erhalten kann, das kiirzer
als A1 ist.

Fiir den Beweis der Unabhéngigkeit von A7 wihlen wir folgende Aussagenalgebra. Zu den
Wahrheitswerten v und f fiigen wir einen dritten Wert n hinzu. Die Operatoren ~ und D
definieren wir durch folgende Tabellen:

A | ~A ADB | v n f
v | f v v f f
n|n n v v f
flv f vovow

Tautologien nehmen immer den Wert v an. Bei dieser Interpretation nimmt p O (¢ D p) den
Wert f an, wenn p =n und ¢ = v.

Um festzustellen, dafl A2 bei dieser Interpretation eine Tautologie bleibt, ist es nicht notig,
alle 27 Wertkombinationen fiir die Variablen p, ¢, r durchzuprobieren, da eine Subjunktion
definitionsgeméif nicht den Wert n annehmen kann. Es reicht aus, die Fille zu iiberpriifen, in
denen (p D (¢ > 7)) =vund ((p Dq) D (pDr)) =f Da(pDq) und (p D r) nicht den
Wert n annehmen kotnnen, verbleiben nur die Félle, in denen (p D ¢) = v und (p D r) = f.
SchlieBlich gilt (p D r) = f, wenn entweder p = v und r = n, oder p = v und r = f, oder
p=nundr=f. Wenn (p D (¢ D 7)) =vund p=w, so (¢ D r)=wv; wenn r = n, so muf
g = n oder ¢ = f gelten, wenn aber ¢ = n oder ¢ = f, so (p D q) = f, da p = v. Es gilt
aber (p D ¢) = v, und dieser Fall entfiillt. Wenn (p D (¢ D 7)) = v, p=wv und r = f, so
(qD>r)=v,q=f,(pDq) = f, was der Bedingung (p D q) = v widerspricht, d. h., auch dieser
Fall entfillt. Wenn (p D (¢ D r))=v,p=nundr= f,s0 (¢ Dr)=wvoder (¢ Dr)=mn. Das
letztere ist ausgeschlossen. Angenommen, (¢ O r) = v, dann gilt ¢ = f und (p D q) = f, was
der Bedingung (p D q) = v widerspricht, so daf auch dieser Fall entfillt.

Um festzustellen, dafl A& eine Tautologie ist, geniigt es zu priifen, ob ein Fall moglich ist
oder nicht, in dem (~p D ~q) = v und (¢ D p) = f. Wenn (¢ D p) = f, so gilt entweder g = v
und p=n,oderg=vund p= f,oderg=nund p=f. Wenng=v und p=n,so~p=mn
und ~q = f, folglich (~p D ~q) = f. Wenn ¢ = v und p = f, so ~p = v und ~q = f, folglich
(~p D ~q)=f. Wenn ¢ =n und p = f, so ~p = v und ~q = n, folglich (~p D ~q) = f. A3
nimmt also immer den Wert v an.

Die Regeln RI und R2 erhalten die Allgemeingiiltigkeit der Theoreme. Eine Einsetzung
kann nur die Zahl der moglichen Werte verringern, die eine Teilformel in einer Formel annehmen
kann, und nach der Definition der Subjunktion gilt: Wenn (A D B) =v und A = v, so B = v.

Fiir den Beweis der Unabhingigkeit von A2 wihlen wir folgende Interpretation. Wir defi-
nieren die Operatoren ~ und D durch die Tabellen

Al~A ADBlv n f
v | f v v n f
n|n n vouv on
flo f vovwv

wobei n ein dritter Wahrheitswert ist. Tautologien nehmen immer den Wert v an. Bei dieser
Interpretation nimmt A2 den Wert n an, wenn p = n, ¢ = n und r = f. Man kann sich
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leicht davon iiberzeugen, daf} alle iibrigen Axiome Tautologien sind, indem man alle méglichen
Wertkombinationen fiir die in ihnen vorkommenden Variablen betrachtet. Die Regeln R und
R2 fithren von Tautologien stets wieder zu Tautologien.

Fiir den Beweis der Unabhiingigkeit von A& wihlen wir die Hauptinterpretation und folgende
Ergénzung: Alle Vorkommen der Form ~C' in einer Formel werden durch C ersetzt (d. h., die
Negationen werden iiberall aus den Formeln ausgeschlossen). Bei der Feststellung des Wertes
einer Formel wird zunéchst die Ersetzung der Vorkommen ~C' durch C' vorgenommen, und
danach wird die Hauptinterpretation angewandt. Dabei wird A3 in die Formel (p D ¢q) D
D (¢ D p) umgeformt, die den Wert f annimmt, wenn ¢ = v und p = f. Die Axiome Al
und A2 bleiben unveréindert und sind offensichtlich Tautologien. Fiir R1 spielt die Form der
einzusetzenden Formeln keine Rolle. Im Falle einer Anwendung von R2 wird die Umformung
im Antezedent A und im Konsequent B der grofien Voraussetzung A O B und in der kleinen
Voraussetzung A vorgenommen. Wenn dabei B in eine Formel umgeformt wird, die keine
Tautologie ist, so mufl auch A in eine Formel umgeformt werden, die keine Tautologie ist.
Sonst wire A O B keine Tautologie. Eine Umformung von A ergibt aber eine Tautologie,
folglich ergibt auch eine Umformung von B eine Tautologie. Damit ist M1 bewiesen.

Wir haben absichtlich unterschiedliche Beweisverfahren der Unabhéngigkeit fiir einzelne
Axiome und Grundregeln angefiihrt, um verschiedene mogliche Methoden zu demonstrieren.

Das Wesen der betrachteten Beweisverfahren besteht darin, zu zeigen, dafl bei einer Interpre-
tation, die zum Beweis der Unabhiingigkeit eines Axioms A’ gewihlt wird, A keine Tautologie
ist, alle iibrigen Axiome Tautologien sind und man A’ nicht als Theorem aus den iibrigen
Axiomen ableiten kann. Analog gilt fiir eine Grundregel: Alle Theoreme, die man ohne R’
gewinnt, sind Tautologien, wihrend einige Theoreme, die man mit Hilfe von R’ gewinnt, keine
Tautologien sind, und diese Theoreme kann man folglich nicht ohne R erhalten.

Ubungen:

1. Beweisen Sie, dafl das folgende von G. Frege stammende Axiomensystem AF widerspruchs-
frei und vollstidndig ist!

Axiome: Al. pD(¢Dp)
A2. p2(q>r)D(P>2q9>D(pDr))
A3. pD(g>Dr)D(@>(>Dr))
Ad. pDgD(~gD~p)
A5. ~~pDp
A6. pD ~~p

Schluregeln: R1. Finsetzungsregel
R2. Abtrennungsregel

Hinweis zur Losung: Beweisen Sie die semantische Vollstéindigkeit von AF, indem Sie die
deduktive Aquivalenz von NS und AF beweisen! Beweisen und verwenden Sie dazu das
Deduktionstheorem in AF'!

2. Beweisen Sie, dal A8 in AF abhingig ist und die iibrigen Axiome unabhéngig sind!

3. Formulieren und beweisen Sie fiir den Kalkiil NS das Ersetzbarkeitstheorem! Fiihren Sie den
Beweis analog wie im System des natiirlichen Schlieens (Abschnitt 6 des fiinften Kapitels)
und benutzen Sie dabei die semantische Vollsténdigkeit von NS'!
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7. Kapitel
Aussagenlogische Theorie der logischen
Folgebeziehung

7.1 Klassische Theorien der logischen Folgebeziehung und ihre Paradoxien

Eine logische Folge (logische Ableitung, Deduktion) der einen Aussage aus anderen ist eine
Gewinnung der einen Aussage aus anderen nach in der Logik aufgestellten Regeln. Unter der
aussagenlogischen oder allgemeinen Theorie der logischen Folgebeziehung verstehen wir jenen
Bereich der Logik, in dem Regeln der logischen Folgebeziehung fiir solche Aussagen aufge-
stellt werden, die mittels der aussagenlogischen Operatoren der Negation, der Konjunktion, der
Adjunktion und anderer mit ihrer Hilfe definierbarer Operatoren zusammengesetzt sind. In
diesem Kapitel geben wir zunéchst eine kurze historische Skizze der Problematik und fithren
dabei auch lédngere Zitate aus Texten an, die fiir die Herausbildung der Theorie der logischen
Folgebeziehung wesentlich sind.

Die Grundlagen der aussagenlogischen Theorie der logischen Folgebeziehung wurden von G.
Frege in seiner ,Begriffsschrift“ (1879) gelegt. Er definiert dort die Subjunktion (materiale
Implikation; Frege nennt sie Bedingtheit) in der bekannten wahrheitsfunktionalen Weise. Die
Fregesche Definition stiefl weitgehend auf Unversténdnis. Er selbst schreibt 1906 verbittert und
resignierend: ,,Wenn man zwei Gedanken hat, so sind nur vier Félle moglich:

der erste ist wahr und desgleichen der zweite;
der erste ist wahr, der zweite falsch;

der erste ist falsch, der zweite ist wahr;

beide sind falsch.

= L o

Wenn nun der dritte dieser Fille nicht stattfindet, so besteht die Beziehung, die ich durch
den Bedingungsstrich bezeichnet habe. Der Satz, der den ersten Gedanken ausdriickt, ist der
Folgesatz; der Satz, der den zweiten Gedanken ausdriickt, ist der Bedingungssatz. Es sind
nun fast 28 Jahre her, seit ich diese Erkldrung ausgesprochen habe. Damals glaubte ich, ich
brauchte nur anzutippen, und die anderen wiiffiten alsbald mehr als ich. Und jetzt, nachdem
mehr als ein Vierteljahrhundert vergangen ist, hat die grofle Mehrzahl der Mathematiker keine
Ahnung von der Sache, und ebenso wird es bei den Logikern sein. Welche Stumpfheit! Wie
erinnert mich dies Verhalten der Gelehrten an das des Ochsen vor dem neuen Tore; er glotzt,
er briillt, er sucht sich seitwirts vorbeizudriicken; aber hindurchgehen, das konnte gefihrlich
sein. Daf} es zunéchst befremdlich ist, glaube ich gern, aber wenn es das nicht wire, wire es
lingst gefunden. Mufl man sich denn durch den ersten fliichtigen Eindruck bestimmen lassen?
Hat man gar keine Zeit, dariiber nachzusinnen? Nein, denn was konnte Gescheites dabei
herauskommen! Man vermifit wahrscheinlich eine innere Verbindung zwischen den Gedanken;
es will nicht recht einleuchten, dafl von dem Gedanken nur in Betracht kommen soll, ob er wahr
oder falsch ist, gar nicht eigentlich der Gedankeninhalt selbst.“ (Frege 1973, S. 77)

Es sei hervorgehoben, dafl Frege bei der Einfithrung der Subjunktion auf zwei wichtige Um-
stinde aufmerksam machte. Erstens wies er ausdriicklich darauf hin, daff seine hypotheti-
sche Satzverbindung (die Subjunktion) nicht mit der umgangssprachlichen ,Wenn ..., so ...“
Verkniipfung identisch ist. Zweitens unterschied er deutlich zwischen einer Subjunktion A > B
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und einem logischen Schluf}, bei dem nach der einzigen bei Frege akzeptierten Schluiregel von
A D B und A auf B geschlossen wird.

Die Fregesche Auffassung der Subjunktion wurde von A. N. Whitehead und B. Russell
iibernommen und ist in der ,Principia Mathematica® enthalten. ,Definition der Implikation:
Wenn eine Aussage ¢ aus einer Aussage p folgt, so daf}, wenn p wahr ist, auch ¢ wahr sein mu8,
so sagen wir ,p impliziert ¢‘. Der Begriff der Implikation in der Form, wie wir ihn verwenden,
148t sich definieren. Die Bedeutung, die wir im folgenden der Implikation geben, mag auf den
ersten Blick etwas kiinstlich erscheinen, aber obwohl es andere berechtigte Bedeutungen gibt,
ist die hier gewdhlte fiir unsere Ziele am passendsten. Die wesentliche Eigenschaft, die wir
von der Implikation verlangen, ist folgende: ,Was von einer wahren Aussage impliziert wird,
ist wahr‘. Es ist eine Folge dieser Eigenschaft, da3 eine Implikation Beweise liefert. Aber
diese Eigenschaft bestimmt keineswegs, ob etwas - und wenn, was - durch eine falsche Aussage
impliziert wird. Was sie bestimmt ist, dal wenn p die Aussage g impliziert, so kann es nicht
sein, dafl p wahr und ¢ falsch ist, d. h., es muf} gelten, dafy entweder p falsch ist oder ¢ wahr ist.
Es ist umgekehrt angebrachter zu sagen, dal wenn p falsch ist oder ¢ wahr, so ist ,p impliziert
q* wahr. Folglich wird ,p impliziert ¢‘ definiert durch ,Entweder p ist falsch oder ¢ ist wahr*.
Also setzen wir: p D q. = .~pV q.per.“ (Whitehead/Russell 1962, S. 94)

Whitehead und Russell nannten die hier definierte Implikation materiale Implikation, im
Unterschied zu der von ihnen auch verwendeten formalen Implikation der Prédikatenlogik
Vz(A(xz) D B(z)). Diese von ihnen gepréigte Bezeichnung ist heute vor allem in der mathe-
matisch orientierten Logikliteratur vorherrschend, obwohl sie in doppelter Hinsicht ungliicklich
gewihlt und irrefithrend ist. In der Literatur wurde auch mehrfach darauf hingewiesen, dafl die
Bezeichnung ,,materiale Implikation“ unpassend ist, da bei dieser Verkniipfung gerade vom In-
halt der verkniipften Aussagen bis auf ihren Wahrheitswert abgesehen wird. Unseres Erachtens
ist es tiberhaupt nicht angebracht, im vorliegenden Fall von einer Implikation oder Folgebezie-
hung zu sprechen. Geméf der von Russell und Whitehead getroffenen symbolischen Definition
ist D ein zweistelliger aussagenbildender Operator, und eine Aussage p D ¢ ist definitionsge-
méf gleichbedeutend mit der zusammengesetzten Aussage ~p V ¢, wihrend die Aussage ,aus
p folgt logisch ¢* bzw. ,p impliziert ¢“ eine ganz andere logische Struktur besitzt, die dann
deutlicher wird, wenn wir sie folgendermafien formulieren: ,Aus der Aussage p folgt logisch die
Aussage ¢“ bzw. ,Die Aussage p impliziert die Aussage ¢“. Diese beiden Sétze sind logisch
einfache Aussagen mit den beiden Subjekten ,die Aussage p* und ,die Aussage ¢“ und dem
zweistelligen Prédikat ,,aus dem ersten folgt logisch das zweite“ bzw. ,das erste impliziert das
zweite“. Wenn man also die Aussage p D ¢ als ,aus p folgt logisch ¢“ oder als ,p impliziert
q‘ liest, so verwechselt man einen aussagenbildenden logischen Operator und ein zweistelliges
Pridikat. Bei den Aussagen ,p O ¢“ und ,aus p folgt logisch ¢“ ist von ganz verschiedenen
Gegebenheiten die Rede. Wihrend sich die Aussage ,p O ¢ auf die Sachverhalte bezieht, die
mit p und ¢ ausgedriickt sind, und behauptet, daf§ ~p V ¢q gilt, wird in der Aussage ,aus p folgt
logisch ¢ iiber sprachliche Gebilde, ndmlich iiber die Aussagen p und ¢ gesprochen. Um die
genannte Verwechslung auch in der Bezeichnung zu vermeiden, nennen wir den Operator D
Subjunktion und unterscheiden ihn von der logischen Folgebeziehung oder Implikation, fiir die
wir das Zeichen - verwenden.

Trotzdem hat das von Russell und Whitehead vorgeschlagene Verfahren zum Aufbau der
allgemeinen Theorie der logischen Folgebeziehung verniinftige Griinde. Die Regeln der logischen
Folgebezichung werden mit dem Ziel ausgearbeitet, dafl man aus wahren Voraussetzungen stets
wahre Folgerungen erhélt. Die klassische Subjunktion erfiillt diese Forderung vollkommen:
Wenn A D B wahr ist und A wahr ist, so ist B auf Grund der Definition von O wahr. Wenn
die Formel A O B also eine Tautologie oder ein Theorem des klassischen Aussagenkalkiils ist,
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und wir verwenden sie als Schlufiregel, so kdbnnen wir aus einem wahren A nicht ein falsches B
erhalten. Unter solchen Bedingungen ist B stets wahr.

Die klassische Theorie der logischen Folgebeziehung ist widerspruchsfrei und vollstéindig.
Wenn man zu den Axiomen des klassischen Aussagenkalkiils eine Formel hinzufiigt, die in
ihm nicht beweisbar ist, so erhélt man ein widerspriichliches System. Die klassische allgemei-
ne Theorie der logischen Folgebeziehung ist also eine maximal umfassende widerspruchsfreie
Theorie fiir Aussagen mit der betrachteten Struktur.

Die klassische Subjunktion besitzt aber auch folgende Eigenschaften. Nach ihrer Definition
in der Aussagenalgebra ist der Ausdruck A D B eine Wahrheitsfunktion der Aussagen A und
B. Um festzustellen, ob A D B wahr ist oder nicht, geniigt es, die Wahrheitswerte von A und
B unabhéngig voneinander zu ermitteln. Nach der Definition von O gilt:

1) Wenn B wahr ist, so ist A D B bei beliebigem A wahr;
2) wenn A falsch ist, so ist A D B bei beliebigem B wahr.

Wenn wir die Subjunktion als Zeichen der logischen Folgebeziehung interpretieren, so miissen
wir die angegebenen Eigenschaften der Subjunktion folgendermaflen deuten:

1) Eine wahre Aussage folgt aus einer beliebigen Aussage;
2) aus einer falschen Aussage folgt eine beliebige Aussage.

Beispielsweise sind die folgenden Subjunktionen wahr:

(2-2 #4) D (Die Erde ist ein Wiirfel),

(2-2 #4) D (Das Atom ist teilbar),

(Die Zahl 4 ist eine Primzahl) O (Das Elektron ist positiv geladen),

(5 ist ohne Rest durch 2 teilbar) O (Das Elektron ist negativ geladen).

Wenn wir die Subjunktion als logische Folgebeziehung deuten, erhalten wir Behauptungen wie:

Daraus, daBl 2 - 2 # 4, folgt, daf} die Erde ein Wiirfel ist.
Daraus, dafl 5 ohne Rest durch 2 teilbar ist, folgt, dal das Elektron negativ geladen ist.

Solche Behauptungen stehen aber nicht im Einklang mit der intuitiven Auffassung der logischen
Folgebeziehung.

Ein analoges Ergebnis erhilt man auf eine andere Weise. Im klassischen Aussagenkalkiil
sind die Formeln A D (B D A) und ~A D (A D B) beweisbar (sie sind Tautologien in der
zweiwertigen Algebra). Wir interpretieren sie als Regeln in der logischen Folgebeziechung und
erhalten die Folgerungen:

1) Wenn A wahr ist, so ist B D A wahr, wobei B eine beliebige Aussage ist, d. h., ein wahres
A folgt aus einem beliebigen B;

2) wenn A falsch ist, so ist ~A wahr und A D B wahr, wobei B ebenfalls eine beliebige
Aussage ist, d. h., aus einem falschen A folgt ein beliebiges B.

Die eben formulierten Folgerungen aus der Interpretation der klassischen Subjunktion (der
materialen Implikation) als logischer Folgebeziehung erhielten die Bezeichnung Paradozien der
materialen Implikation. Diese Bezeichnung ist irrefithrend, denn faBit man die materiale Impli-
kation (Subjunktion) als Operator auf, dann haben die genannten Formeln nichts Paradoxes
an sich. Die Paradoxien entstehen nur, wenn man die Subjunktion als logische Folgebeziehung
deutet. Bei dieser Deutung ergeben sich aber weitaus mehr Paradoxien. Es seien einige von
ihnen angefiihrt:
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1. p=~pDp
Da ,~p D p“ in der Logik h&ufig als ,p ist notwendig“ gedeutet wird, besteht keine
Méoglichkeit, zwischen p und ,,p ist logisch notwendig® zu unterscheiden.
2. ~p=pD~p
Da ,p D ~p“ hiufig als ,,p ist logisch unmoglich“ gedeutet wird, sind ~p und ,,p ist logisch
unmoglich“ dquivalent.
3. ~(pDq) D> (p>~q)
Wenn ¢ nicht aus p folgt, so folgt ~q aus p.
4. ~(p>~g) D (p>Dq
Wenn ~q nicht aus p folgt, so folgt q aus p.
5. ~(pD>q)D(qDp)
Wenn ¢ nicht aus p folgt, so folgt p aus q.
6. ~(p>q)D(~p>Dq)
Wenn ¢ nicht aus p folgt, so folgt ¢ aus ~p.
7. ~(p>q) > (gD ~p)
Wenn ¢ nicht aus p folgt, so folgt ~p aus q.
8. ~(p24q) D (~pD~q
Wenn ¢ nicht aus p folgt, so folgt ~q aus ~p.
9. (P2q)V(p>~q)
q folgt aus p, oder ~q folgt aus p.
10. (p2q) V(~pDq)
q folgt aus p, oder ¢ folgt aus ~p.

Die Reaktionen auf diese Paradoxien waren sehr unterschiedlich. Wir wollen drei verschie-
dene Reaktionsrichtungen kurz charakterisieren. Die erste ist zwar fiir die Logik theoretisch
belanglos, aber auch heute noch weit verbreitet. Thre Vertreter sehen in den Paradoxien einen
Grund mehr, die ganze mathematische Logik abzulehnen, und sie ersparen sich damit die An-
strengung, Kenntnisse in diesem Wissensbereich zu erwerben. Als Beleg fiir diese Richtung
mag das folgende Zitat dienen, in dem auf solche Beispielsiitze fiir die Subjunktion wie ,,Wenn
2-2 = 4, so ist der Schnee wei}*“ Bezug genommen wird: ,Alle Aussagen sind nur Symbo-
le der ,Wahrheit‘ oder ,Falschheit‘, und deshalb ist es ohne Bedeutung, welche Aussagen wir
itberhaupt verbinden. Wie aus dem Beispiel hervorgeht, werden beliebige Grundaussagen ver-
bunden, die untereinander in keiner Beziehung stehen, geméfi dem Prinzip: ,Im Garten ist der
Holunder und in Kiew ist mein Onkel.* Ein solches Verfahren ist fiir das Buch von Hilbert
und Ackermann kennzeichnend. Die Autoren verbergen ihre idealistischen Ansichten hinter
speziellen mathematischen Berechnungen und versuchen, jeder Logik die mathematische Logik
zu unterschieben. “ (Kuczynski/Steinitz 1952, S. 101) Trotz ihrer theoretischen Bedeutungslo-
sigkeit fiir die Logik wirkt sie sich aber hindernd bei der Anwendung logischer Methoden in
anderen philosophischen Disziplinen aus und trégt zur Senkung des allgemeinen philosophischen
Niveaus bei.

Da die klassische zweiwertige Aussagenlogik syntaktisch vollsténdig ist, d.h. nicht ohne
Widerspruch erweitert werden kann, war fiir die anderen beiden Richtungen der Weg zur Kon-
struktion eines paradoxienfreien Systems der logischen Folgebeziehung schon vorgezeichnet; er
konnte nur in einer Einengung der klassischen Aussagenlogik bestehen. Eine weitere Rich-
tung, die wir die nichtklassische nennen wollen, verwarf den klassischen Aussagenkalkiil als
Basis fiir eine paradoxienfreie Theorie der logischen Folgebeziehung und konstruierte konkur-
rierende nichtklassische Aussagenkalkiile, in denen anstelle der klassischen Subjunktion andere
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Implikationsoperatoren auftreten. Diese Richtung erbrachte im einzelnen interessante logische
Ergebnisse, sie loste aber nicht die Problematik der logischen Folgebeziehung. Wir gehen im
folgenden auf sie ein. Die dritte Richtung versuchte, die Problematik der logischen Folgebezie-
hung auf der Basis der klassischen zweiwertigen Aussagenlogik zu l6sen. Wir nennen sie deshalb
die klassische. Um die Paradoxien der Folgebeziehung auszuschlieen, mufiten innerhalb dieser
Richtung - offenbar aufler der Bedingung, daf3 bei der logischen Folgebeziehung wahre Voraus-
setzungen stets wahre Folgerungen ergeben miissen, die ja auch bei der Deutung von Russell
und Whitehead erfiillt ist - noch zusétzliche Bedingungen hinsichtlich einer giiltigen Regel der
logischen Folgebeziehung gestellt werden.

Einen wesentlichen Schritt bei der Herausarbeitung solcher Bedingungen leistete K. Ajdu-
kiewicz. Er schrieb 1921: | All das, was gewohnlich iiber die Folgebeziehung (entailment) in
einfithrenden Lehrbiichern der symbolischen Logik gesagt wird, z. B. dal aus a die Aussage b
folgt, wenn es unmoglich ist, dal b falsch, wihrend a wahr ist usw., ist blof} eine Erkldrung von
auflerlogischem Charakter; es ist ein Appell an unsere Intuition, dhnlich, als wenn wir sagen,
da drei Punkte eine gerade Linie bilden, wenn wir sie von einer entsprechenden Position aus
als einen Punkt sehen kénnen. Unsere Intuition ist in beiden Féllen unterschiedlich, trotzdem
wird an sie appelliert. Es ist nicht immer der Fall, dafl wenn wir ,a D b‘ schreiben, aus ,a‘
tatséchlich ,6° (im rein logischen Sinne) folgt. Dies ist nur der Fall, wenn ,a D b* ein logisches
Theorem ist ... Wir wiederholen noch einmal, dafi aus a (logisch) b folgt, wenn es unter den
Theoremen oder Axiomen der Logik eine Folge von Symbolen ,a O b* gibt.“ (Ajdukiewicz 1966,
S. 18) Diese Auffassung der logischen Folgebeziehung, nach der in den Tautologien (Theoremen)
der klassischen Aussagenlogik die Subjunktion nur dann als Folgebezichung gedeutet werden
darf, wenn sie als Hauptoperator auftritt, wurde zu der heute am stéirksten verbreiteten. Sie
entspricht beispielsweise genau der Carnapschen Auffassung der L-Implikation.

Wenn wir im weiteren von der klassischen Theorie der Folgebeziehung sprechen, so meinen
wir immer den auf Ajdukiewicz zuriickgehenden Standpunkt. Bei dieser Deutung der logischen
Folgebeziehung werden zwar die oben erwihnten Paradoxien der logischen Folgebeziehung ver-
mieden, es treten aber andere Paradoxien auf. So erhilt man beispielsweise aus den Tautologien
der Aussagenlogik p A ~p D q und ¢ D p V ~p, daBl aus einer logisch falschen Aussage jede
beliebige Aussage logisch folgt und daf3 eine logisch wahre Aussage aus einer beliebigen Aussage
logisch folgt. Beim praktischen Schlieffen sind diese Paradoxien (wie auch die oben behandelten)
im allgemeinen nicht schédlich, insbesondere fiithren sie nicht zu einem Widerspruch, da man
verniinftigerweise keine logisch falsche Priémisse setzt und nicht auf eine logisch wahre Aussage
schliefit. Trotzdem gibt es wichtige Griinde fiir den Aufbau einer Theorie der Folgebeziehung,
die auch diese Paradoxien nicht enthélt. Beim logischen Schlieflen ist sie erforderlich, wenn
man es mit widerspriichlichen wissenschaftlichen Theorien zu tun hat. Dariiber hinaus ist eine
paradoxienfreie Theorie der Folgebeziehung als Basistheorie fiir den Aufbau anderer Bereiche
der Logik in vielen Fillen wiinschenswert.

Wenn Ajdukiewicz’ Auffassung der logischen Folgebeziehung die Problematik auch nicht 16st,
so enthélt sie doch implizit einen wesentlichen Gedanken, der in jeder Theorie der logischen
Folgebeziehung berticksichtigt werden mufl. Wenn wir uns fragen, warum in den Tautologien der
klassischen Aussagenlogik nur der Hauptoperator der Subjunktion als logische Folgebezichung
gedeutet werden darf, so ist die Antwort darauf trivial. Denn eine Aussage iiber die logische
Folgebeziehung hat die Struktur ,Aus der Aussage A folgt logisch die Aussage B“ mit den
Subjekten ,die Aussage A“ und ,die Aussage B“ und dem zweistelligen Pridikat ,aus dem
ersten folgt logisch das zweite“. In Aussagen iiber die Folgebeziehung auf aussagenlogischer
Ebene kann das Zeichen der Folgebeziehung also nur einmal vorkommen. Obwohl diese Tatsache
offensichtlich ist, wird sie von vielen Logikern nicht berticksichtigt.
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Wir unterstreichen noch einmal, daf§ es sich bei den auftretenden Paradoxien nicht um eine
Widerspriichlichkeit der klassischen Theorie der Folgebeziehung (in beiden Deutungen) handelt
(sie ist widerspruchsfrei), sondern um eine Nichtiibereinstimmung einiger ihrer Behauptungen
mit dem intuitiven (iiblichen) Versténdnis der logischen Folgebeziehung, das sich unabhéngig
von und vor der klassischen Logik herausgebildet hat. Dieses intuitive Verstéindnis schliefit
offenbar nicht nur die Forderung ein, dafl man aus wahren Voraussetzungen stets wahre Fol-
gerungen erhilt (wie wir sahen, erfiillt die materiale Implikation diese Forderung), sondern
noch irgendetwas Zusiitzliches. Und dieses Zusétzliche erfiillt die materiale Implikation offen-
sichtlich nicht. Man nennt diese zusétzliche Forderung Sinnzusammenhang (oder inhaltlicher
Zusammenhang) zwischen Voraussetzung und Folgerung. Wir erkléren kurz, was gemeint ist.

Die Gewohnheiten bei der Gewinnung der einen Aussage aus anderen auf rein logischem
Wege (die Gewohnheiten des Schlielens, des Schluifolgerns, des Ableitens usw.) bilden sich
bei den Menschen so heraus, daBl es fiir den Akt des Schlielens selbst bedeutungslos ist,
ob die Voraussetzungen wahr sind oder nicht. Die Menschen ktnnen Schliisse ziehen und
tun das auch héufig, ohne zu wissen, ob die Aussagen, aus denen sie logische Folgerungen zie-
hen, wahr sind oder nicht. Welche Folgerungen man aus gegebenen Voraussetzungen erhilt,
hingt davon ab, welche Termini, Aussagen und logischen Operatoren in ihnen vorkommen
und wie sie gegenseitig angeordnet sind. Wenn eine gewisse Gesamtheit von Voraussetzungen
gegeben ist, so kann man selbst dann nicht beliebige Aussagen als Folgerungen aus ihr erhal-
ten, wenn sich mit der Zeit herausstellt, dal es unter den Voraussetzungen falsche Aussagen
gab. Analog kann man nicht aus beliebigen Voraussetzungen eine gegebene Folgerung herleiten,
selbst wenn sie sich als wahr erweist. So gibt es keine logischen Regeln, die es gestatten, aus
der Aussage ,,2-2 # 4 als logische Folgerung die Aussagen , Das Elektron ist positiv geladen®,
»,Das Elektron ist negativ geladen®, ,Die Erde ist ein Wiirfel “; ,;Waren haben einen Wert “ usw.
zu erhalten.

Offensichtlich fordert die Intuition von der logischen Folgebeziehung noch zusétzlich, daf} die
Voraussetzungen und die Folgerungen irgendein gemeinsames ,Material “ - Termini, Aussagen
usw. - enthalten. Wenn die Aussagen Ay, ..., A, gegeben sind und es steht die Aufgabe, aus
ihnen die zul&ssigen Folgerungen zu ziehen oder die moglichen Voraussetzungen zu ermitteln,
aus denen sie als Folgerung zu gewinnen sind, so beschéftigen wir uns fiir die Losung dieser
Aufgabe nicht mit der Uberpriifung von A, ..., A,, sondern wir untersuchen ihre Struktur.
Wir ermitteln, welche Termini, Aussagen und Operatoren in ihnen vorkommen und wie diese
Elemente gegenseitig angeordnet sind. Erst danach (oder unter dieser Bedingung) vollziehen
wir Schliisse. Erst nachdem die Ableitungen durchgefiihrt sind, gewinnt die Frage nach den
Wabhrheitswerten der Aussagen Bedeutung. Wenn die Voraussetzungen wahr sind, so werden
auch die gewonnenen Folgerungen als wahr akzeptiert; wenn man unter den Folgerungen falsche
Aussagen erhilt, so gibt es auch unter den Voraussetzungen falsche Aussagen. Bei den Parado-
xien der materialen Implikation verhilt es sich umgekehrt: Die Wahrheitswerte der Aussagen
sind vorher bekannt, wobei sie als Voraussetzungen falsch und als Folgerungen wahr sind.

Die Paradoxien der materialen Implikation fithren praktisch nicht zu negativen Folgen in der
Erkenntnis. Bei gegebenen Aussagen mit nicht bekannten Wahrheitswerten und der Aufgabe,
ihre moglichen Folgerungen oder Voraussetzungen zu suchen, sind die paradoxen Behauptungen
der klassischen Theorie der logischen Folgebeziehung praktisch nutzlos, d.h., man kann sie
einfach nicht anwenden. Wenn hingegen die Wahrheitswerte gegebener Aussagen bekannt sind,
so verlieren diese Behauptungen gleichfalls jeden praktischen Sinn: Offenbar falsche Aussagen
werden nicht als Grundlage fiir die Deduktion gewihlt, und offenbar wahre Aussagen bleiben
wahr, ganz gleich, welche anderen Aussagen man zu ihren Voraussetzungen erkldrt. Dieser
Umstand entkriftet jedoch nicht die oben dargelegten Uberlegungen. Jedenfalls wurden in
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der Logik Versuche unternommen, eine Theorie der logischen Folgebeziehung ohne die der
materialen Implikation analogen Paradoxien aufzubauen.

Die wichtigsten nichtklassischen Theorien der logischen Folgebeziehung sind die verschiede-
nen intuitionistischen Logiksysteme, die Systeme der strikten Implikation von C. I. Lewis, das
System der analytischen Implikation von W. T. Parry, die Systeme der strengen Implikation von
W. Ackermann und deren Modifikationen in den Systemen E (entailment) von A. R. Anderson
und N. D. Belnap. Die intuitionistische Logik behandeln wir ausfiihrlich in einem besonderen
Kapitel, da sie aus ganz anderen Griinden als die hier betrachteten Systeme aufgebaut wurde
und in ihr die meisten der hier betrachteten paradoxen Formeln beweisbar sind.

7.2 Ein System der strikten Implikation

Von dem amerikanischen Logiker C. I. Lewis wurden verschiedene Systeme der strikten Impli-
kation konstruiert, in denen die Paradoxien der materialen Implikation ausgeschlossen werden
sollten (Lewis/Langford 1959). Die Systeme der strikten Implikation waren vor allem fiir die
Entwicklung der modalen Logik von Bedeutung. In unserem Zusammenhang der logischen
Folgebeziehung ist der Unterschied der verschiedenen Systeme der strikten Implikation nicht
relevant. Wir geben eine rein aussagenlogische Darstellung eines Systems der strikten Implika-
tion ST (Schmidt 1960). Bei der Beschreibung des Systems SI und der folgenden Systeme der
nichtklassischen Richtung verwenden wir die Symbolik der klassischen Aussagenlogik und er-
gidnzen deren Alphabet durch einen besonderen Implikationsoperator —, der dann die jeweilige
nichtklassische Implikation - in diesem Abschnitt die strikte Implikation - darstellt. Zur For-
meldefinition der klassischen Aussagenlogik fiigen wir folgenden Punkt hinzu: Wenn A und B
Formeln sind, so ist (A — B) eine Formel. Ansonsten verwenden wir die gleichen Definitionen
und Abkiirzungen wie in der klassischen Aussagenlogik.

Axiome von SI:

Al. pAqg—qAp

A2, pAqg—p

A3. p—pAp

Ad. (pAg Ar—pA(gAT)
A5. p— ~~p

A6, ~~p—p

AT. (p—=q)AN(g—r)—>(p—r)
A8. pA(p—9q) —gq

A9.  (p—q)— (~q— ~p)

A10. (pAg—7r)— (pA~r — ~q)
Al1l. (p—qgAT)—(p—9q)

Schlufiregeln von SI:

R1. FEinsetzungsregel fiir Variablen.
R2. Abtrennungsregel des Antezedents.
R3. (Ersetzbarkeitsregel). Wenn (A — B) und (B — A), so C — C'[A/B].
R4. (Vereinigungsregel). Aus A und B erhilt man A A B.
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl das System SI widerspruchsfrei ist (alle Theoreme
sind Tautologien in der zweiwertigen Aussagenalgebra, wenn wir — als D interpretieren).
Von prinzipiellem Interesse sind fiir uns die Eigenschaften von SI, die in folgenden Theoremen
fixiert sind.
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MT1. Die Formel p — (¢ — p) ist kein Theorem von SI.

Beweis: Wir wihlen die folgende vierwertige Interpretation der Operatoren ~, A und — mit
den ausgezeichneten Wahrheitswerten 1 und 2 (Lewis/Langford 1959, S. 493):

Al~A AANB|1 2 3 4 A—B|1 2 3 4
1] 4 1 |1 2 3 4 1 |2 4 44
2|3 2 |2 2 4 4 2 |2 2 4 4
31 2 3 13 4 3 4 312 4 2 4
411 4 |4 4 4 4 4 12 2 2 2

Bei dieser Interpretation sind alle Axiome Tautologien, und die Schluiregeln vererben den
tautologischen Charakter von Formeln. Hingegen nimmt die Formel p — (¢ — p) bei p = 3
und ¢ = 3 den nichtausgezeichneten Wert 4 an, sie ist also in dem Axiomensystem nicht
herleitbar und kein Theorem von SI.

Aus dem Beweis von MT1 folgt gleichfalls:

MT2. Die Formeln (p — (¢ — p)) {p/A} und (p — (¢ — p)) {q/A} sind keine Theoreme
von SI.

MT3. Die Formel ~p — (p — q) ist kein Theorem von SI.

Beweis: Bei der oben angegebenen vierwertigen Interpretation nimmt sie bei p = 2 und ¢ = 2
den nichtausgezeichneten Wert 4 an, ist deshalb keine Tautologie und folglich kein Theorem
von SI.

MT4. Die Formeln (~p — (p — q)) {p/A} und (~p — (p — ¢q)) {q/A} sind keine Theoreme
von SI.

Aus MT1-MT) folgt, daBl man bei einer Interpretation von SI als Theorie der logischen
Folgebeziehung die Paradoxien der klassischen Theorie der logischen Folgebeziehung, die wir
bei der Russellschen Deutung behandelt haben, nicht erhélt.

T1. In SI ist aber die Formel ~p A p — g beweisbar.

L (~p A~g— ~p) = (~p A ~rop — ~neg) (A10, R1)
2. ~p A r~g— ~p (A2, RI)
3. ~p N ~op — g (R2, 1., 2.)
4. ~p A p — ~rvq (3., R3, A5, A6)
5. ~pAp—q (4., A5, A6, R1, RS)

In SI ist ebenfalls beweisbar:
T2. q— ~(~pAp)

(man erhélt dieses Theorem aus 771 durch Anwendung von A9, R2, R1, R3, A5 und A6).
Bei einer Interpretation von 77 und 72 als Regeln der logischen Folgebeziehung erhalten
wir:

1) Aus einem Widerspruch folgt eine beliebige Aussage.
2) Eine logisch wahre Aussage folgt aus einer beliebigen.

Da in der urspriinglichen Variante von ST ein Widerspruch ~p A p als eine unmogliche Aussage
definiert wurde und seine Negation ~(~p A p) als eine notwendige Aussage, gab man den
angegebenen Folgerungen bei dieser Interpretation von SI folgende Form:
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1) Aus einer unmoglichen Aussage folgt jede beliebige.
2) Eine notwendige Aussage folgt aus jeder beliebigen.

Diese Interpretation von 77 und 72 erhielt die Bezeichnung Paradozien der strikten Implikati-
on. Die Griinde fiir eine intuitive Ablehnung solcher Behauptungen sind den oben dargestellten
analog. Auch das Verhiltnis zu diesen Paradoxien ist analog.

Lewis hat die Problematik der logischen Folgebeziehung nicht befriedigend gelést. Er ging bei
der Konstruktion seiner Systeme der strikten Implikation zwar von dem richtigen Gedanken aus,
daf} fiir eine Bestimmung der logischen Folgebeziehung die Forderung ,,Aus wahren Vorausset-
zungen mufl man wahre Folgerungen erhalten“ nicht ausreichend ist, daf§ vielmehr ein inhaltli-
cher Zusammenhang zwischen Voraussetzung und Folgerung bestehen miisse. Leider prézisierte
er nicht, was er unter diesem inhaltlichen Zusammenhang versteht. Er glaubt ihn aber dadurch
realisieren zu kénnen, daf er die Definition der klassischen Subjunktion A D> B =p.s ~(AA~B)
bei seiner strikten Implikation dahingehend verstéirkt, daf er fordert, A A ~B diirfe nicht nur
nicht gelten, sondern miisse unmoglich sein: A — B =p.f ~O(A A ~B), wobei & der Méglich-
keitsoperator ist.

Damit ist auch schon auf einen ersten Mangel der Systeme von Lewis aufmerksam gemacht,
der versucht, die logische Folgebeziehung mit Hilfe modaler Termini zu definieren. Unseres
Erachtens ist das methodisch nicht korrekt. Eine Definition der aussagenlogischen Folgebezie-
hung ist eine Grundvoraussetzung, um modale Termini iiberhaupt erst einfiithren zu konnen.
Ein zweiter Mangel besteht darin, da in seinen Systemen zwar die im Zusammenhang mit
der Auffassung von Russell und Whitehead diskutierten Paradoxien ausgeschlossen sind, nicht
jedoch die Paradoxien der klassischen Folgebeziehung in der Deutung von Ajdukiewicz. Ein
dritter Mangel besteht schliefflich darin, dal die strikte Implikation als logischer Operator ver-
standen wird und in beweisbaren Formeln der Aussagenlogik mehrmals vorkommen kann.

7.3 Ein System der strengen Implikation

Zu den Systemen der strengen Implikation gehtren Aussagenkalkiile, in denen nicht nur Pa-
radoxien der materialen Implikation, sondern auch die der strikten Implikation ausgeschlossen
werden (Ackermann 1956). Wir bezeichnen sie als STA. Wir betrachten ein System SIA mit
folgenden Axiomen und SchluBregeln.

Axiome von SIA:
Al. p—p
A2. (p—q)—((g—r)—(p—r)
A3. (p—q)—=((r—p)—(r—q)
Ad. (p—(p—q)—(—0a
A5. pAg—p
A6. pAg—q
AT. (p—gANp—r)—=(p—qgAr)
A8. p—opVyg
A9. g—opVyg
A10. (p—r)A(g—r)— (pVg—r)
Al1l. pA(gVr)—qV(pArT)
Al12. (p—q)— (~q— ~p)
Al13. (pA~q)— ~(p—q)
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Al4d. p— ~~p
A15. ~~p—p.

Schlufiregeln von SIA:

R1. Finsetzungsregel fiir Variablen.

R2. Abtrennungsregel. Aus A — B und A erhilt man B.
R3. Vereinigungsregel. Aus A und B erhélt man A A B.
R4. Aus ~AV B und A erhiilt man B.

R5. Aus A — (B — C) und B erhélt man A — C.

MT1. In SIA sind die folgenden Formeln keine Theoreme:
1. A—(B— A)
2. ~A— (A— B)
3. ~ANA— B
4. B— ~AV A.

Fiir den Beweis von MT1 benutzen wir eine vierwertige Aussagenalgebra folgender Form: Wahr-
heitswerte sind 1, 2, 3, 4, ausgezeichnete Werte sind 3 und 4. Negation und Implikation werden
durch Tabellen definiert.

Al ~A A—B|1 2 3 4
T[4 1 3 3 3 3
2 |3 2 133 3
3|2 3 1 2 3 3
4|1 4 111 3

Die Konjunktion wird als min (A, B) und die Adjunktion als max (A, B) definiert, d. h., die
Konjunktion nimmt den kleinsten und die Adjunktion den grofiten der beiden Argumentwerte
an. Alle Theoreme des SIA sind bei einer solchen Interpretation Tautologien. Die Formeln 1-4
sind hingegen keine Tautologien.

(A= (B—A) =1 bei A=3 und B=4;
(~A—(A—B)) =1 bei A=3 und B=1;
(~ANA— B) =1 bei A=3 und B=1;
(B— ~AV A) =1 bei A=3 und B=4.

Nach MT7 kann man im System SIA keine Paradoxien erhalten, die denen der materialen
und der strikten Implikation analog sind. Trotzdem kann man das System SIA nicht als be-
friedigende Losung des Problems der logischen Folgebeziehung ansehen. Es gibt viele Griinde
dafiir, das System SIA und auch das System ST als mifigliickte Losungsversuche dieses Problems
anzusehen. Wir mochten uns hier auf einige beschrénken.

Im System SIA ist die Formel (AV B) A ~A — B kein Theorem. In der oben angegebenen
vierwertigen Logik nimmt sie bei A = 3 und B = 1 den Wert 1 an. Vom intuitiven Standpunkt
aus ist diese Formel aber vollkommen akzeptabel (die Behauptung ,,Wenn A oder B und dabei
nicht-A, so B* ist als Teil einer Definition von V oder als Folgerung aus einer solchen offenbar
richtig). So erweist sich der Fortschritt in der einen Hinsicht (Ausschlufl paradoxer Formeln)
als ein Riickschritt in einer anderen Hinsicht: Es werden logische Regeln verworfen, an deren
Berechtigung kein Zweifel besteht (oder zumindest werden keine tiberzeugenden Argumente fiir
einen solchen Ausschlufl angefiihrt).
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Ubung:

Zeigen Sie, daf} die folgenden Formeln keine Theoreme des Systems SIA sind:

AANB — (A— B)
AANB — (B — A)
~AAN~B— (A— B)
~AN~B — (B — A)
~AANB— (A— B)
~(A— B)— ~B

~(A — B) — (~A — B).

Benutzen Sie dazu die im Text angegebene vierwertige Aussagenalgebral

7.4 Das System E (entailment)

Angeregt durch die Arbeiten von W. Ackermann zur strengen Implikation konstruierten A. R.
Anderson und N. D. Belnap ein System der Folgebeziehung E (abgeleitet von dem englischen
Wort entailment) (Anderson/Belnap 1962, 1963, 1975).

In dem reinen Kalkiil der Folgebeziehung (pure calculus of entailment) E werden folgende
Axiomenschemata gesetzt:

Folgebeziehung (entailment)

Ei. A—-A—-B—B

E2. A—-B—-(B—-C—(A—-C))
E3. A—(A—B)— (A— B)

Konjunktion

E4. AANB— A

E5. AANB— B

E6. (A—-B)ANA—C)—(A—BAC)

Beziehung von Modalitéiten und Konjunktion

E7. NAANB— N(AAB)

(N ist hier der Notwendigkeitsoperator und wird folgendermafien definiert: NA =p.r A —
— A— A)

Adjunktion

E8. A— AVB
E9. B— AVB
E10. (A—-C)A(B—C)— (AVB—C)

Beziehung zwischen Konjunktion und Adjunktion

El1l. AAN(BV(C)— (AANB)VC

Negation

E12. A—-~A—>~A

E13. A— ~B— (B — ~A)
E14. ~~A— A
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Schlufregeln:

R1. Aus A und A — B erhélt man B.
R2. Aus A und B erhilt man A A B.

Fiir ein Teilsystem des Systems £ hat J. M. Dunn eine adiiquate semantische Deutung
gefunden (Dunn 1980). Dieses Teilsystem betrifft die Folgebeziehungen der ersten Stufe des
Systems E (the first-degree entailments). Eine Formel A — B ist dabei eine Folgebeziehung
der ersten Stufe, wenn die Formeln A und B nur wahrheitsfunktionale Operatoren (A, V, ~)
enthalten. Dunn diskutiert zuniichst die folgende, von G. H. v. Wright, P. Geach und T. J.
Smiley vorgeschlagene Deutung der Folgebeziehung, die von A. R. Anderson und N. D. Belnap
das WGS-Kriterium genannt wurde (Anderson/Belnap 1975).

Aus A folgt logisch B genau dann, wenn

1. A D B eine Einsetzung in eine Tautologie A’ D B’ ist, wobei
2. A’ keine Kontradiktion und
3. B’ keine Tautologie ist.

Das WGS-Kriterium kann nicht als Kriterium fiir eine giiltige logische Folgebeziehung ak-
zeptiert werden, da - wie leicht zu zeigen ist - die logische Folgebeziehung nach diesem Krite-
rium nicht transitiv ist. Giiltig sind nach ihm die beiden Formeln der Folgebeziehung 1) p —
— pA(qVr~q)und 2) pA(qV ~q) — qV ~q, wihrend die Formel 3) p — ¢V ~q, die man nach
der Transitivitétsregel fiir — aus 1 und 2 erhélt, nicht giiltig ist. C. Lewy will diese Schwierig-
keiten beheben (Lewy 1958, 1976), indem er auch die Formel 1 als der Intuition widersprechend
verwirft, da nach seiner Auffassung das Konsequent dieser Formel eine partielle Tautologie ist,
d.h., daB sie als Konjunktionsglied eine Tautologie enthiilt. An diese Gedanken von Lewy
ankniipfend formuliert Dunn das folgende L-Kriterium fiir die logische Folgebeziehung:

Aus A folgt logisch B genau dann, wenn

1. A D B eine Einsetzung in eine Tautologie A’ D B’ ist, wobei
2. A’ keine partielle Kontradiktion und
3. B’ keine partielle Tautologie ist.

Die Termini partielle Kontradiktion und partielle Tautologie wurden von Dunn eingefiihrt.
Bei ihrer Definition verwendet er die analytischen Tableaus von R. M. Smullyan, die er Wahr-
heits- (bzw. Falschheits-)bdume nennt. Die Grundidee dieser Wahrheits- (bzw. Falschheits-)
béume besteht darin, von einer beliebigen vorgegebenen Formel nach bestimmten Regeln in
Form eines baumartigen Diagramms die Bedingungen zu ermitteln, unter denen die Formel
den Wahrheitswert ,wahr“ (bzw. ,falsch“) annehmen kann. Diejenigen Aste eines Wahrheits-
(bzw. Falschheits-)baumes einer Formel, die sowohl eine Aussagenvariable als auch deren Negat
enthalten, geben unmégliche Bedingungen an, und sie werden geschlossene Aste genannt, die
iibrigen offene. Sind alle Aste eines Wahrheits- (bzw. Falschheits-)baumes geschlossen, so wird
er geschlossen genannt. Es werden folgende Regeln zur Herstellung eines Wahrheitsbaumes fiir
die Negation, Konjunktion und Adjunktion gewéihlt:

ANB ~(A N B) AV B ~(AV B) ~rvA
A ~A ~B AB ~A A
B ~B
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Die entsprechenden Regeln fiir die Herstellung eines Falschheitsbaumes sind.:

ANB ~(A N B) AV B ~(AV B) ~rvA
AB ~A A ~A~B A
~B B

Es ist bekannt, dal eine Formel genau dann eine Kontradiktion ist, wenn ihr Wahrheitsbaum
geschlossen ist, und genau dann eine Tautologie, wenn ihr Falschheitsbaum geschlossen ist. In
Analogie hierzu wird nun definiert, dafl eine Formel eine partielle Tautologie genau dann ist,
wenn ihr Falschheitsbaum mindestens einen geschlossenen Ast besitzt, und eine partielle Kon-
tradiktion genau dann, wenn ihr Wahrheitsbaum mindestens einen geschlossenen Ast besitzt.
Unter Verwendung dieser Definitionen beweist Dunn das folgende Theorem:

MT1. A — B ist eine Folgebeziehung der ersten Stufe des Systems E von Anderson und
Belnap genau dann, wenn aus A logisch B gemifl dem L-Kriterium folgt.

Das von Dunn vorgeschlagene L-Kriterium entspricht nicht der intuitiven Auffassung der
logischen Folgebeziehung. Dies wird an folgendem Beispiel deutlich. Nach dem L-Kriterium ist
die Formel (AV B) A ~A — B keine giiltige Regel der logischen Folgebeziehung, da die Formel
(AV B) A ~A eine partielle Kontradiktion ist und die Gesamtformel (AV B) A ~A — B auch
nicht durch eine Einsetzung aus einer Formel gewonnen werden kann, die dem L-Kriterium
gentigt.

Betrachten wir den Wahrheitsbaum der Formel (A V B) A ~A:

(AV B) A~A
~A
AV B

A B.

Der unterstrichene Ast des Wahrheitsbaumes ist geschlossen, weil er A und ~A enthélt, und
die Formel ist eine partielle Kontradiktion. Doch bedeutet das keineswegs, dafi der Schlufl von
(AVB)A~A auf B nicht giiltig ist. Im Gegenteil, der Wahrheitsbaum der Formel (AVB)A~A —
— B ist gerade eine notwendige Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieses Schlusses. Wenn die
Formel (A V B) A ~A wahr ist, so miissen ~A und A V B wahr sein. Der geschlossene Ast
des Wahrheitsbaumes der Formel (AV B) A ~A ist also eine notwendige Voraussetzung fiir den
Schluf auf B. Da nach dem L-Kriterium vollkommen akzeptable Regeln der Folgebeziehung
verworfen werden, ist das L-Kriterium fiir die Losung des Problems der logischen Folgebeziehung
nicht brauchbar.

Das L-Kriterium und das von Dunn bewiesene M7T1 erleichtern aber eine Einschéitzung des
Systems FE. Zunéchst ist aufschlufireich, dafi MT7 nur fiir die Folgebeziehung der ersten Stufe
gilt. Unseres Erachtens ist das nicht zufillig, denn bei einer inhaltlichen Deutung des Operators
—, beispielsweise in den Axiomen EI-E38 oder auch in E6, miissen verschiedene Vorkommen
des gleichen Operators verschiedene inhaltliche Deutungen bekommen.

Mit MT1 haben wir aber ein allgemeines Kriterium fiir die im System E beweisbaren For-
meln der ersten Stufe. Wenn wir das L-Kriterium als ein adéiquates Kriterium fiir die logische
Folgebeziehung ansehen, so miissen wir auch die im System E beweisbaren Formeln der ersten
Stufe als addquate Formalisierung der Folgebeziehung ansehen.

Unseres Erachtens sind aber die Forderungen des L-Kriteriums vom inhaltlichen Standpunkt
aus nicht iiberzeugend. Einer Meinung mit Dunn sind wir, dafi man von Tautologien der
Aussagenlogik der Form A D B ausgehen und dann weitere Forderungen an A und B stellen
mufl. Betrachten wir zunéichst die Punkte 2 und 3 des L-Kriteriums unabhéingig vom Punkt
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1. Die Forderungen, dafl A keine partielle Kontradiktion und B keine partielle Tautologie sein
diirfen, sind u. E. zu stark. Wir schlielen in unserer Theorie der strikten Folgebeziehung,
die spiter dargestellt wird, nur die Fille aus, in denen A eine Kontradiktion oder B eine
Tautologie ist. Fiir diesen AusschluBl lassen sich verniinftige Griinde angeben, wihrend das bei
den Punkten 2 und 3 des L-Kriteriums nicht der Fall ist. Das L-Kriterium wurde durch ein
Studium des zunéchst nur syntaktisch aufgebauten Systems E gefunden und nicht auf Grund
allgemeiner Erwéigungen iiber die Folgebeziehung aufgestellt.

Betrachten wir wieder die - wie Dunn sagt - ,verrufene (,infamous®) Beseitigungsregel
der Adjunktion. Nach dem L-Kriterium kann man aus den beiden Voraussetzungen A V B
und ~A keinen Schluf} ziehen. Wir haben im System FE fiir die Adjunktion zwar sehr liberale
Einfiihrungsregeln, es fehlt aber eine Beseitigungsregel.

Die strengen Forderungen der Punkte 2 und 3 des L-Kriteriums werden durch den Punkt
1 dieses Kriteriums gemildert. Nach Punkt 1 ist nédmlich jede Einsetzung in eine Tautologie
A D B, die den Punkten 2 und 3 geniigt, eine korrekte Regel der Folgebeziehung. Vom in-
haltlichen Standpunkt ist Punkt 1 des L-Kriteriums nicht einsichtig. Die Einsetzungsregel ist
ja eigentlich keine logische Schlufiregel im echten Sinne des Wortes. Sie erfiillt in der Logik
im wesentlichen die Aufgabe einer Hilfsregel. Sie ist eine Kalkiilregel, die es gestattet, aus
Tautologien (bzw. Kontradiktionen) neue Tautologien (bzw. Kontradiktionen) zu erhalten.
Auf keinen Fall gilt A - A{a/B}. Durch eine Einsetzung erhalten wir aus Tautologien der
Aussagenlogik A D B, die den Punkten 2 und 3 des L-Kriteriums geniigen, wieder Formeln
A" D B, in denen A’ eine partielle Kontradiktion, ja sogar eine Kontradiktion, und B’ ei-
ne partielle Tautologie bzw. eine Tautologie sein kann. Das L-Kriterium ist inhaltlich nicht
einsichtig, zumindest wird keine ausreichende Begriindung geliefert, und damit liefert es auch
keine semantische Rechtfertigung des Systems E.

Obwohl es in den Systemen der strengen Implikation und dem System E gelungen ist, die
bekannten Paradoxien der materialen und der strikten Implikation auszuschlieflen, bilden diese
Systeme keine adéquate Theorie der logischen Folgebeziehung. Erstens werden in ihnen mit
den Paradoxien auch vollkommen akzeptable Formeln ausgeschlossen. Dies betrifft insbeson-
dere die Beseitigungsregel der Adjunktion (AV B) A ~A — Bj; hingegen ist die problematische
Einfithrungsregel der Adjunktion A — AV B in ihnen beweisbar. Zweitens sind in diesen Sy-
stemen zwar die bekannten Paradoxien ausgeschlossen, aber es gibt bei ihnen kein allgemeines
Kriterium fiir die Paradoxienfreiheit. Es ist also nicht garantiert, dafl diese Systeme wirklich
paradoxienfrei sind. Drittens wird die logische Folgebeziehung in ihnen wieder als Implikati-
onsoperator gefafit, der in Axiomen und Theoremen mehrfach vorkommen kann. Aus diesen
Griinden sind die betreffenden Systeme keine gelungene Theorie der logischen Folgebeziehung.

7.5 Das System der analytischen Implikation

Ein interessantes System einer analytischen Implikation wurde von W. T. Parry entworfen
(Parry 1933). Diesem Kalkiil liegt folgende Idee zugrunde: Wenn eine Formel A eine Formel
B analytisch impliziert, so kommen in B nur solche Aussagenvariablen vor, die auch in A
vorkommen. Auf diese Art wird auf logischer Ebene die Forderung nach einem inhaltlichen
Zusammenhang zwischen der Voraussetzung und der Folgerung eines logischen Schlusses reali-
siert. Wir geben das System von Parry in einer von J. M. Dunn modifizierten Form an (Dunn
1972).

Die Subjunktion (materiale Implikation) wird in iiblicher Weise definiert:
ADB =Def ~AV B.
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Fiir die analytische Implikation werden folgende Axiomenschemata und Schlufiregeln gesetzt:

Al. AANB—BAA

A2, A—-ANA

A3. A— ~~A

Ad, ~~A— A

A5. AAN(BVC)—(AANB)V(AANC)

A6. AV (BA~B)— A

A7. (A-BANB—-C)—(A—0C)

A8. (A—BAC)— (A—=C)

A9. (A—-B)AN(C—D)—(ANC — BAD,)
A10. (A—-B)AN(C—D)— (AVC —BVD,)
Al1l. (A—B)—(ADB)

Al12. (A< B)ANF(A) — F[A/B]

A13. F(A)— (A— A)

Al4. AAN~B— ~(A— B)

Al5. A — (~A— A)

In A12 und A18 steht F(A) fiir eine beliebige Formel, die die Teilformel A enthélt, und F' [A/B]
steht fiir eine Formel, die aus F(A) dadurch gewonnen wird, da8 die Formel A in F'(A) an null
oder mehr Stellen ihres Vorkommens durch B ersetzt wird. Das Symbol < in A12 steht fiir
die analytische Aquivalenz.

— e

Die Schlufiregeln des Systems der analytischen Implikation sind:

R1. Aus A und A — B erhilt man B.
R2. Aus A und B erhilt man A A B.

Wir wollen den Kalkiil der analytischen Implikation hier nicht im Detail analysieren. Er stellt
schon deshalb keine Lésung des Problems der logischen Folgebeziehung dar, weil in ihm wieder
die logische Folgebeziehung (die analytische Implikation) als Operator aufgefafit wird und in
Axiomen und Theoremen mehr als einmal vorkommen kann. Angefiihrt wurde das System von
Parry, weil bei ihm zum ersten Mal der Gedanke ausgesprochen wird, dafl in der Folgerung
nur solche Variablen vorkommen diirfen, die auch in der Voraussetzung enthalten sind. Dieser
Gedanke spielt auch in unseren Systemen der strengen und strikten Folgebeziehung, deren
Autoren zur Zeit der Konstruktion ihrer Systeme allerdings die Arbeiten von Parry noch nicht
kannten, eine wichtige Rolle.

Im Zusammenhang mit den betrachteten Systemen der Folgebezichung der nichtklassischen
Richtung ergeben sich folgende Fragen:

1. Gibt es irgendwelche Garantien dafiir, dafl mit dem Ausschlul der oben betrachteten
paradoxen Formeln auch beliebige andere paradoxe Formeln nicht beweisbar sind?

2. Gibt es Garantien dafiir, dal der Ausschlufl der paradoxen Formeln nicht zum Ausschlufl
von Formeln fiihrt, die nicht paradox sind?

3. Gibt es allgemeine Kriterien, nach denen man fiir eine beliebige Formel entscheiden kann,
ob sie paradox ist oder nicht?

4. Kann man ein logisches System aufbauen, in dem alle paradoxen Formeln nicht beweisbar,
alle nichtparadoxen Formeln aber beweisbar sind?

Die Aufziéhlung solcher Fragen liefle sich noch fortsetzen. Sie alle lassen sich aber ohne eine
klare Konzeption beziiglich der Natur der Regeln der logischen Folgebeziechung und ohne eine
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genaue Definition dessen, was man beim gegebenen Problem als logische Intuition ansieht, nicht
beantworten. Ausfiihrlich betrachten wir diese Problematik in dem folgenden Abschnitt.

7.6 Die logische Struktur von Aussagen iiber die logische Folgebeziehung

Nach dem kritischen Uberblick iiber die klassische Theorie der logischen Folgebeziehung und
einiger Systeme der nichtklassischen Richtung stellen wir jetzt eine Theorie der Folgebeziehung
dar, die sich wesentlich von der genannten unterscheidet.

Anstelle von ,Aus der Aussage A folgt logisch die Aussage B* verwenden wir das kiirzere und
anschaulichere Symbol A - B, und statt ,Aus der Aussage A folgt nicht logisch die Aussage
B“ das Symbol ~(A - B). Wir nennen A die Voraussetzung und B die Folgerung. Da wir hier
nur die logische Folgebeziehung behandeln, lassen wir das Wort ,logisch* weg.

Die Theorie der logischen Folgebeziehung besteht aus Aussagen des Typs A + B, die als
Axiome akzeptiert werden, oder die man aus Folgerung aus den Axiomen erhilt.

Eine Aussage A + B ist eine elementare Aussage, wenn dies auch auf den ersten Blick
ungewohnlich erscheinen mag, da in ihr ja scheinbar die Aussagen A und B vorkommen. Teile
dieser Aussage sind aber nicht die Aussagen A und B selbst, sondern die Termini ,die Aussage
A“und ,die Aussage B*, die A und B enthalten und sie bezeichnen. Wenn wir den Operator
t einfithren, der aus einer Aussage A einen Namen dieser Aussage tA bildet, so kbnnen wir die
Termini ,,die Aussage A“ und ,die Aussage B* als tA und ¢ B darstellen. Das Symbol - ist hier
kein Operator, der die Aussagen A und B verkniipft, sondern das zweistellige Priadikat ,,Aus
der ersten Aussage folgt logisch die zweite“. Eine Aussage iiber die Folgebeziehung hat folgende
logische Form tA - tB. Die von uns verwendete Schreibweise A - B ist nur eine Abkiirzung
fir tAFtB.

Es wiire also falsch, Aussagen iiber die logische Folgebeziehung der einen Aussagen aus ande-
ren als zusammengesetzte Aussagen zu betrachten. In A - B wird nicht iiber die Gegenstéinde
gesprochen, auf die sich A und B beziehen, sondern iiber den Zusammenhang der Aussagen
A und B als besonderen Gegenstédnden. Aus A und B gebildete, zusammengesetzte Aussagen
beziehen sich auf den gleichen Gegenstandsbereich wie die Aussagen A und B. Eine Aussage
A B hingegen steht in keinerlei Beziehung zu dem Gegenstandsbereich, auf den sich A und
B beziehen. Den Gegenstandsbereich, auf den sich diese Aussage bezieht, bilden vielmehr A
und B selbst als besondere wahrnehmbare Gegenstéinde.

Obwohl das bisher Gesagte einfach und offensichtlich ist, wird diese Eigenschaft der Aussa-
gen A - B in den meisten uns bekannten Arbeiten zur Theorie der Folgebeziehung ignoriert.
Hiervon zeugt schon, dal man zur Beschreibung der Eigenschaften der Folgebeziehung ver-
schiedenartige Implikationen (vor allem A O B) sucht, die als zusammengesetzte Aussagen
interpretierbar sind, dal man A - B mit konditionalen Aussagen ,wenn A, so B“ verwechselt
usw.

Aus dem Gesagten ergibt sich fiir die allgemeine Theorie der logischen Folgebeziehung die
Folgerung: Da in ihr der Subjekt-Pridikat-Aufbau der Aussagen nicht berticksichtigt wird,
darf in den Regeln A+ B in A und in B das Prédikat - nicht vorkommen. Wenn deshalb ein
logisches System als allgemeine Theorie der logischen Folgebeziehung interpretiert wird, so kann
jeweils nur ein Operator in einer in ihm beweisbaren Formel als Zeichen der Folgebeziehung
betrachtet werden. Und wenn in solchen Formeln ein als |- zu interpretierender Operator mehr
als einmal vorkommt, so miissen seine iibrigen Vorkommen anders interpretiert werden. Wenn
beispielsweise die Formel (A D B) O (~B D ~A) als Formel der Folgebeziehung interpretiert
wird, so ist eine solche Interpretation (A D B) - (~B D ~A), wihrend die im Antezedent und
Konsequent der Formel vorkommenden Operatoren D nicht als - betrachtet werden diirfen.
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7.7 Grundprinzipien der Deduktion

Regeln der logischen Folgebeziehung werden mit dem Ziel aufgestellt, dafl man aus wahren
Voraussetzungen wahre Folgerungen erhélt. Sind diese Regeln aber erst einmal ausgearbeitet,
so kehrt sich diese Beziehung um, und es gelten folgende Prinzipien:

1) Wenn A+ B und dabei A wahr ist, so ist B wahr.
2) Wenn A F B und dabei B falsch ist (oder ~B wahr ist), so ist A falsch (oder ~A wahr).

Wir nennen diese Prinzipien Grundprinzipien der Deduktion. Auf Grund dieser Prinzipien
akzeptieren die Menschen Folgerungen aus wahren Voraussetzungen und verwerfen die Voraus-
setzungen von falschen Folgerungen. Damit ist die Rolle der Grundprinzipien der Deduktion
vollstéindig erschopft.

Die Grundprinzipien der Deduktion rechnen wir nicht zu den Regeln der logischen Folgebe-
ziechung, denn in diesen Regeln diirfen tiberhaupt keine semantischen Termini vorkommen. Sie
sind vielmehr Bedingung fiir ein Aufstellen und fiir die Anwendung der Regeln der Folgebe-
ziehung. Deshalb diirfen in einem logischen System, das die Klasse der Regeln der logischen
Folgebeziehung definiert, keine beweisbaren Formeln vorkommen, die als AA (A B) - B in-
terpretiert werden. Neben der bereits oben erwihnten Tatsache, daf§ das Zeichen I~ in Aussagen
der Folgebeziehung nur einmal vorkommen darf, sind hier noch folgende Uberlegungen von Be-
deutung. Formeln der eben angegebenen Art machen die Grundprinzipien der Deduktion nicht
iiberfliissig. Um B als wahr zu akzeptieren, mufl man A A (A b B) als wahr akzeptieren. Wenn
wir aber AA (A B) als wahr akzeptieren, so haben wir auch ohne die Formel AN (A B) - B
das Recht, nach dem ersten Grundprinzip der Deduktion B als wahr anzuerkennen. Die oben
angegebene Formel ist also iiberhaupt iiberfliissig.

Die Regeln der logischen Folgebeziehung gestatten zu behaupten, dafl aus A logisch B folgt.
Dariiber hinaus ist noch notwendig, B zu akzeptieren, nachdem man A als etwas nicht mehr
Erforderliches beiseite 148t. Hierdurch wird ein Fortschreiten der Erorterungen realisiert, das
durch die Grundprinzipien der Deduktion gewéhrleistet wird.

7.8 Regeln der Folgebeziechung und Wahrheitswerte

Manchmal definiert man die logische Folgebeziehung folgendermafien: Aus A folgt B genau
dann, wenn B immer wahr ist, falls A wahr ist. Diese Definition ist aber unzureichend. Sie
bestimmt nicht die Klasse der Félle, in denen die in ihr angegebene Beziehung von A und B gilt.
Als Definition der Klasse dieser Fiille wird dann auf die Tautologien der zweiwertigen Logik,
die Theoreme des Aussagenkalkiils usw. hingewiesen, und man gelangt zu dem Punkt, von
dem man ausgegangen ist. Auflerdem kann zwischen den Aussagen A und B eine Abhéingigkeit
bestehen, die dieser Definition geniigt, wiihrend dabei zwischen A und B keineswegs eine logische
Folgebeziehung besteht. Das ist etwa bei Konditionalaussagen ,wenn A, so B* der Fall, die
als Ergebnis von empirischen Untersuchungen gewonnen wurden, als Axiome gesetzt wurden
oder Teile bzw. Folgerungen von Definitionen sind. In der Aussage ,Wenn durch einen Leiter
elektrischer Strom fliefit, so bildet sich um ihn herum ein Magnetfeld“ folgt beispielweise der
zweite Teil der Aussage nicht logisch aus dem ersten.

Die logische Folgebeziehung zu definieren bedeutet, die Félle aufzuzihlen, in denen die einen
Aussagen aus anderen logisch folgen, d. h., es sind die Regeln der logischen Folgebeziehung selbst
aufzuzéhlen. Dabei sind die Beziehungen der Wahrheitswerte der Aussagen zu berticksichtigen,
damit die Grundprinzipien der Deduktion erfiillt sind. Dies ist aber nur eine Bedingung fiir die
Aufstellung der Regeln der Folgebeziehung und noch nicht deren Definition. Aulerdem handelt
es sich nur um eine der Bedingungen. Sie ist notwendig, aber nicht hinreichend.
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In jedem Bereich der Logik wird eine Klasse von Regeln der Folgebeziehung fiir die Aus-
sagenstrukturen aufgestellt, die in diesem Bereich betrachtet werden. Fiir diese Strukturen
werden auch Definitionen der Wahrheitswerte eingefiihrt, so daf diese Seite der Sache kein Pro-
blem darstellt. Prinzipielle Bedeutung hat hier die Tatsache, dafl die Zahl der Wahrheitswerte
keinen Einflufl auf die Klasse der Regeln der logischen Folgebeziehung hat. Fiir die Aufstellung
dieser Regeln ist nur wichtig, dafl man aus wahren Voraussetzungen wahre Folgerungen erhélt
(das zweite Prinzip der Deduktion kann man als Folgerung des ersten ansehen). Welche Wahr-
heitswerte neben dem Wert ,wahr“ und seiner Negation noch méglich sind, spielt hier keine
Rolle.

Betrachten wir z.B. die Regel A A B - A. Um diese Regel aufzustellen, war folgende
Definition des Priidikates v fiir Aussagen mit dem Operator A nétig:

(AN B) = v genau dann, wenn A = v und B = v.

Aus der Definition ist ersichtlich: wenn (A A B) = v, so A = v; wenn A # v, so (AA B) # v,
Wenn diese Regel aber erst einmal akzeptiert ist, so spielt die Zahl der Wahrheitswerte, die
wir den Aussagen zuschreiben, schon keine Rolle mehr. Aulerdem mufl dieses Zuschreiben von
Wahrheitswerten selbst damit abgestimmt werden, dafl die betrachtete Regel akzeptiert ist.
Insbesondere miissen Fille ausgeschlossen werden, in denen A A B der Wert v zugeschrieben
wird, wihrend A dabei einen von v verschiedenen Wert zugeschrieben bekommt.

Im Falle von drei und mehr Wahrheitswerten hiingt es von den vorhandenen Regeln der
Folgebeziehung ab, auf welche Weise den Aussagen Wahrheitswerte zugeschrieben werden, und
nicht umgekehrt.

7.9 Sinnzusammenhang

Wenn A = B gilt, so wird vorausgesetzt, dafl A und B nicht nur beziiglich der Wahrheitswerte,
sondern auch beziiglich des Sinns verkniipft sind.

D1. Wir nehmen an, dafl der Sinn einer Aussage A der Person, die sie verwendet, bekannt
ist genau dann, wenn bekannt ist, was alle in A vorkommenden Termini as,...,a, (n > 2)
bedeuten, und wenn die Eigenschaften aller in A vorkommenden logischen Operatoren
a1,y ..., Gy (m > 1) bekannt sind.

Beispielsweise ist der Sinn der Aussage ,,Alle geraden Zahlen sind ohne Rest durch 2 teilbar*
genau dann bekannt, wenn der Person, die diese Aussage verwendet, bekannt ist, was die
Termini ,gerade Zahl“ und ,ohne Rest durch 2 teilbar“ bedeuten, sowie welche Eigenschaften
der logische Operator ,alle“ und der Prédikationsoperator hat, der hier durch das Wort ,,sind “
ausgedriickt wird. Da wir hier die Regeln der Folgebeziehung auf der Ebene der allgemeinen
Theorie der Folgebeziehung betrachten, in der die Aufgliederung der Aussagen in Subjekte
und Prédikate (in Termini) und in Operatoren des Pridizierens nicht beriicksichtigt wird, ist
es angebracht, die eben angegebene Definition auf einfache Aussagen zu beziehen, die nur
in Termini und Operatoren aufgegliedert sind und keine anderen Aussagen als Bestandteile
enthalten. Fiir zusammengesetzte Aussagen bietet sich folgende Definition an:

D2. Wir nehmen an, dal der Sinn einer zusammengesetzten Aussage A genau dann
bekannt ist, wenn der Sinn aller in A vorkommenden einfachen Aussagen By, ..., B, (n > 1)
und die Eigenschaften aller in A vorkommenden logischen Operatoren aj,...,a,, (m > 1)
bekannt sind.

Beispielsweise ist der Sinn der Aussage (A V B) D C genau dann bekannt, wenn der Sinn der
Aussagen A, B, C' und die Eigenschaften der Operatoren V und O bekannt sind.
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D3. Diein einer gegebenen Aussage A vorkommenden einfachen Aussagen By, ..., B, nennen
wir Sinneinheiten (Sinnelemente) von A.

In unserem Beispiel sind die einfachen Aussagen A, B und C Sinneinheiten der Aussage
(AVvB)>C.

Beziehungen des Sinnes von Aussagen sind vielféltig, und der fiir die Theorie der logischen
Folgebeziehung notige Sinnzusammenhang ist eine dieser Beziehungen. Die Erklérung, dal in
A+ B die Aussagen A und B dem Sinn nach verkniipft sind, bedeutet also noch gar nichts.
Sie ist unbestimmt und leer. Aus dem bisher Gesagten ist gleichfalls ersichtlich, daffi man ganz
ohne die Worte ,Sinn“, ,,Sinnzusammenhang® usw. auskommt. Ihre Verwendung ist nur eine
andere Darstellungsweise von bereits Bekanntem.

Wenn man die einen Aussagen aus anderen nach den Regeln der logischen Folgebeziehung
erhiilt, so erhélt man die einen aus dem Material (aus den Termini und Aussagen) der anderen.
Und dieser Umstand beeinflult das intuitive Verstéindnis der Folgebeziehung. Wenn man etwa
die Formel A - BV ~B als Regel der logischen Folgebeziehung verwirft, so wird implizit voraus-
gesetzt, dafl in der Voraussetzung und in der Folgerung einer giiltigen Regel der Folgebeziechung
nihnliches Material “, némlich gleiche Termini oder Aussagen vorkommen. Auf der Ebene der
allgemeinen Theorie der Folgebeziehung sind dies gleiche Sinneinheiten. In der angefiihrten
Formel ist diese Bedingung aber nicht erfiillt. Die intuitive Auffassung der logischen Folgebe-
ziehung schlieit also implizit gewisse Bedingungen der Sinneinheiten der Voraussetzungen und
der Folgerungen ein. Je nachdem, welche Forderungen an diese Bedingungen gestellt werden,
gibt es verschiedene Formen der intuitiven Auffassung der logischen Folgebeziehung. Solche
Forderungen konnen etwa sein:

1) Die Menge der Sinneinheiten der Folgerung ist in der Menge der Sinneinheiten der
Voraussetzung enthalten.

2) Die Menge der Sinneinheiten der Voraussetzung und der Folgerung iiberschneiden sich,
d. h.; es gibt Elemente, die in beiden Mengen enthalten sind.

3) Die Mengen der Sinneinheiten in der Voraussetzung und in der Folgerung sind gleich.

Beziiglich jeder dieser Forderungen lit sich eine Theorie der Folgebeziehung aufbauen.

Wiéhrend die Forderung ,,Aus wahren Voraussetzungen mufl man wahre Folgerungen erhal-
ten“ an alle Formen der Folgebezichung gestellt wird, sind beziiglich der Mengen der Sinnein-
heiten der Voraussetzungen und der Folgerungen Variationen moglich. Dabei ist keine Form
der Folgebeziehung fiir sich genommen besser oder schlechter als die anderen; sie sind einfach
verschieden. In der Natur gibt es nirgendwo eine ,echte“ Folgebeziehung, die man als Mafstab
fiir diese verschiedenen Formen der Folgebeziehung wihlen koénnte. Das Problem der logischen
Folgebeziehung nimmt deshalb folgende Form an: Es sind verschiedene logische Systeme auf-
zubauen, die den erwidhnten Formen der intuitiven Auffassung der Folgebeziehung entsprechen.
Wir betrachten im weiteren eine strenge und eine strikte logische Folgebeziehung. Andere
Systeme der Folgebeziehung sind in Sinowjew /Wessel 1975 dargestellt.

7.10 Ein System der strengen logischen Folgebeziehung

Systeme der strengen logischen Folgebeziehung wurden mit dem Ziel aufgebaut, einerseits die
den Paradoxien der materialen und strikten Implikation analogen Formeln als giiltige Regeln
der Folgebeziehung auszuschlielen, aber andererseits ein ausreichend vollstéindiges Regelsystem
der logischen Folgebeziehung zu erhalten. Aufler der Forderung, dal man aus wahren Voraus-
setzungen stets wahre Folgerungen erhélt, die an jede Form der Folgebeziehung gestellt wird,

141



7. Kapitel — Logische Folgebeziehung

wird bei der strengen logischen Folgebeziehung ein Sinnzusammenhang im oben angegebenen
Sinne zwischen der Voraussetzung und der Folgerung gefordert. Die Folgerung soll nur solche
Sinneinheiten enthalten, die auch in der Voraussetzung vorkommen. Offenbar 148t sich diese
Forderung des Sinnzusammenhangs zwischen Voraussetzung und Folgerung auf logischer Ebene
dadurch realisieren, daf bei einer giiltigen Regel der strengen logischen Folgebeziehung A - B
in der Formel B nur solche Variablen vorkommen, die auch in A enthalten sind. Das hier
skizzierte Verstédndnis der strengen logischen Folgebeziehung 148t sich in folgender Definition
zusammenfassen:

D1. Eine Formel A F B ist eine giiltige Regel der strengen logischen Folgebeziehung
genau dann, wenn

1. A D B eine Tautologie der klassischen Logik ist;
2. B nur solche Variablen enthiilt, die auch in A vorkommen.

Ein axiomatischer Aufbau eines Systems der strengen logischen Folgebeziehung S° ist in
Sinowjew/Wessel 1975 angegeben.

Gegeniiber den Systemen der nichtklassischen Richtung besitzt das System S° den Vorzug,
daf3 ein Vollsténdigkeitsbegriff formuliert werden und die Vollstéindigkeit im Sinne dieses Begriffs
bewiesen werden kann.

Fiir das System S° gelten folgende Metatheoreme:

MT1. (Widerspruchsfreiheitstheorem). Wenn eine Formel A - B ein Theorem von S ist,
so ist A D B eine Tautologie.

MT2. (Vollstindigkeitstheorem). Wenn eine Formel A O B eine Tautologie ist und B nur
solche Variablen enthilt, die auch in A vorkommen, so ist A - B ein Theorem von 5.

MT3. (Theorem des Sinnzusammenhangs). Wenn A |- B ein Theorem von $¥ ist, so enthiilt
B nur solche Variablen, die auch in A vorkommen.

In der Literatur wird MT8 auch als Theorem der Paradozienfreiheit bezeichnet, da auf Grund
dieses Metatheorems die den Paradoxien der materialen und strikten Implikation analogen
Formeln in §° nicht beweisbar sind. Damit schien das lange diskutierte Problem der Paradoxien
in der Theorie der logischen Folgebeziehung eine positive Lésung gefunden zu haben. Doch auch
das System S* der strengen logischen Folgebezichung ist nicht paradoxienfrei. Auf Grund von
MT?2 sind in S® folgende Formeln beweisbar:

AN~ANBFE~B

AN~AN~BFB

AN~AN(BV~B)F B

AN~AN(BV ~B)F~B

AN~AANBFBA~B

AN~AN~BF BA~B

7. AN~AAN(BV~B)F BA~B.

Diese Formeln haben aber offenbar paradoxen Charakter. Nach 1 folgt die Negation einer belie-
bigen Aussage aus der Konjunktion dieser Aussage und einer Kontradiktion; nach 2 folgt jede
beliebige Aussage aus der Konjunktion der Negation dieser Aussage und einer Kontradiktion.
Da die Formel BV ~ B fiir jede beliebige Aussage gilt (logisch wahr ist), kann sie als Prémisse in
einem beliebigen Schlu} hinzugefiigt werden, und damit ergeben 3 und 4 den gleichen Effekt wie
die Paradoxien der strikten Implikation: Aus einem Widerspruch folgt eine beliebige Aussage.
Die Formeln 5 bis 7 gestatten es, in der praktischen Anwendung beim logischen Schlieflen von
einem Widerspruch A A ~A zu einem Widerspruch B A ~B von beliebigen in der betreffenden
Theorie formulierbaren Aussagen B iiberzugehen.
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In $¥ sind auch alle Formeln der Form

8. AF AV B,

in denen B nur solche Variablen enthélt, die auch in A vorkommen, beweisbar.
9. AFAV~A

ist ebenfalls beweisbar. Die Formel 9 wird von einigen Autoren mit der Begriindung als paradox
bezeichnet, sie sei ein Spezialfall der Paradoxie der strikten Implikation B - AV ~A.

Diese Begriindung ist nicht stichhaltig, da es bei der Diskussion der Paradoxien offenbar nur
sinnvoll ist, in einem Kalkiil von einem Spezialfall einer beweisbaren und nicht einer beliebi-
gen Formel zu sprechen, und die Formel B - AV ~A ist in S° nicht beweisbar. Trotzdem
ist die Formel 9 problematisch und in gewisser Hinsicht paradox, da nach dieser Regel der
Folgebeziehung aus einer logisch indeterminierten Formel eine logisch wahre Formel folgt.

Obwohl die Theorie der strengen logischen Folgebeziehung sowohl in der Problemstellung als
auch in ihrer Bewéltigung ein wichtiger Fortschritt gegeniiber den Systemen der nichtklassischen
Richtung ist, 16st sie die Paradoxienproblematik noch nicht befriedigend.

Ubung:

Beweisen Sie mit Hilfe der in Abschnitt 3 angegebenen vierwertigen Aussagenalgebra, dafl die
paradoxen Formeln 1-7 im System der strengen Implikation nicht beweisbar sind!

7.11 Die entartete logische Folgebeziehung

In der Theorie der logischen Folgebeziehung werden neben Regeln der Form A +~ B auch
Behauptungen der Form = A betrachtet. Solche Behauptungen bedeuten, dafl eine Aussage A
aus rein logischen Griinden akzeptiert wird. Beispiele fiir solche Aussagen sind die Tautologien
der zweiwertigen Aussagenalgebra: ~AV A, ~(AA~A), AD A.

Wir nennen Ausdriicke der Form = A entartete logische Folgebeziehung. Auf der Ebene der
allgemeinen Theorie der logischen Folgebeziehung wird an die Theorie der entarteten Folgebe-
ziehung folgende Forderung gestellt: Sie mufl der zweiwertigen Aussagenalgebra und dem klas-
sischen Aussagenkalkiil dquivalent sein. Alle allgemeinen Fragen, die mit einer solchen Theorie
verbunden sind, haben wir bereits ausfiihrlich in den vorhergehenden Kapiteln behandelt.

Ein vollstindiges System der entarteten Folgebeziehung erhiilt man, wenn man zu dem Sy-
stem der strengen logischen Folgebeziehung folgende Ergéinzung hinzufiigt:

Zusitzliches Axiomenschema:

Al ~(AN~A)

Zusétzliche Schlufiregel:

RY. Wenn AF Bund - A, so - B.

7.12 Intuitive Grundlagen der strikten logischen Folgebeziehung

Analysiert man die im System der strengen logischen Folgebeziehung auftretenden Paradoxien,
so zeigt sich, daf3 sie immer noch in dieser oder jener Form auf den beiden klassischen Prinzipien
»Aus einem Widerspruch folgt logisch eine beliebige Aussage® und ,,Eine Tautologie folgt logisch
aus einer beliebigen Aussage“ beruhen. Diese beiden Prinzipien sollten aber gerade als giiltige
Regeln der Folgebeziehung ausgeschlossen werden.
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Um die oben genannten paradoxen Formeln als giiltige Regeln der Folgebeziehung auszu-
schlieBen, schlagen wir folgende Definition einer strikten logischen Folgebeziehung vor:

D1. Eine Formel A | B ist eine giiltige Regel der strikten logischen Folgebeziehung
genau dann, wenn

1. A D B eine Tautologie der klassischen Logik ist;
2. B nur solche Variablen enthilt, die auch in A vorkommen;
3. A keine Kontradiktion und B keine Tautologie ist.

Die Forderung des Punktes 3 besagt inhaltlich folgendes: Anstelle des klassischen Prinzips ,,Aus
einem Widerspruch folgt logisch eine beliebige Aussage“ setzen wir das Prinzip ,Aus einem
Widerspruch folgt logisch keine Aussage® oder ,,Aus einem Widerspruch darf nicht geschlossen
werden“, und anstelle des Prinzips ,,Eine Tautologie folgt logisch aus einer beliebigen Aussage“
setzen wir das Prinzip ,,Eine Tautologie folgt logisch aus keiner Aussage, da sie schon allein aus
logischen Griinden gilt“.

Fiir die praktische Anwendung der Theorie der logischen Folgebeziehung bedeutet diese Ein-
schrinkung keinen Verlust, denn in der klassischen Theorie der Folgebeziehung haben wir zwar
einerseits Regeln, nach denen aus einem Widerspruch auf eine beliebige Aussage geschlossen
werden darf, diese Regeln sind aber beim praktischen Schliefen nicht anwendbar, und ande-
rerseits haben wir Regeln, nach denen aus beliebigen Aussagen auf eine Tautologie geschlossen
werden darf. Diese Regeln sind aber iiberfliissig, da eine Tautologie schon allein aus logischen
Griinden gilt.

Als einen Mangel unserer Definition der strikten Folgebeziehung und insbesondere ihrer
folgenden Axiomatisierung kénnte man die Verwendung der semantischen Termini ,/ Tautologie*
und ,Kontradiktion* ansehen. Mit Hilfe der Normalformtheorie lielen sich diese semantischen
Termini leicht vermeiden, und man konnte eine rein syntaktische Formulierung angeben. Aus
Griinden der Einfachheit verwenden wir aber diese semantischen Termini.

7.13 Basis des Axiomensystems von F?°

In Wessel 1979 sowie in fritheren Auflagen dieses Lehrbuches wurde eine unvollstéindige Axioma-
tisierung der strikten logischen Folgebeziehung angegeben, und die Beweise einiger Theoreme
und insbesondere der Beweis des Vollsténdigkeitssatzes waren falsch. Darauf hat A. Pietrusz-
czak (1998) aufmerksam gemacht. Die folgende korrekte Axiomatisierung stammt vom gleichen
Autor.

Alphabet von F?¥:

1. p, g, r - mit und ohne Indizes als Aussagenvariablen;

2. A, V, ~ - die satzbildenden Operatoren der Konjunktion, der Adjunktion und der Negation;
3. F - Zeichen der strikten logischen Folgebeziehung;

4. Klammern als Hilfszeichen.

D1. Satzformel:

1. Aussagenvariablen sind Satzformeln;
2. wenn A eine Satzformel ist, so ist ~A eine Satzformel;
3. wenn A und B Satzformeln sind, so sind (A A B) und (A V B) Satzformeln;
4. eine Satzformel liegt nur vor, wenn es auf Grund von 1-3 der Fall ist.
D2. (AD B)=pe (~AV B)
D3. (A=B)=p;y ((ADB)AN(BDA))
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Festlegungen zur Klammereinsparung;:

1) AuBenklammern kénnen weggelassen werden;

2) die Bindungsstéirke der satzbildenden Operatoren nimmt in folgender Reihenfolge ab: ~,
/\7 \/? 37 E;

3) bei gleichen Operatoren wird kanonisch geklammert, d.h. von links nach rechts.

D4. Formel der Folgebeziehung: A | B ist eine Formel der Folgebeziehung genau dann,
wenn A und B Satzformeln sind.

D5. In einer Formel A - B nennen wir A das Antezedent und B das Konsequent dieser
Formel.

D6. A - B bedeutet, dal A+ B und B - A gilt.

Mit dem Symbol C[A/B] bezeichnen wir jede Formel, die man aus der Formel C erhilt,
wenn man in ihr die Formel A an null oder mehr Stellen ihres Vorkommens durch die Formel
B ersetzt.

Axiome von F¥ sind alle Formeln, die die logische Form eines der Axiomenschemata A1-A10
haben und folgende einschrinkende Bedingungen erfiillen:
E1l. In einer Formel A - B kommen in B keine Variablen vor, die nicht in A vorkommen.
E2. In einer Formel A - B ist A keine Kontradiktion und B keine Tautologie.

Al. AF~~A

A2, ~~AF A

A3. AANBFA

A4. ANBFBAA

A5. ~(AANB)F~AV~B

A6. ~AV~BF ~(ANAB)

A7. (AVB)ACF(AANC)VB

A8. (ANC)V(BAC)F(AVB)AC

A9. AV BF A wobei B eine Kontradiktion ist,
A10. BV AF A, wobei B eine Kontradiktion ist.

SchluBregeln:

R1. Wenmn AFBund BFC,s0 AFC.

R2. Wenm AFBund AFC,so AFBAC.

R3. Wemn A 4+ B, so C F C[A/B], wobei C keine Kontradiktion und C'[A/B] keine
Tautologie ist.

R4. Wenn A+ B,so AF BAC, wobei C eine Tautologie ist und nur Variablen enthélt, die
in A vorkommen.

R5. Wenn A+ B,so AF BV C, wobei C eine Kontradiktion ist und nur Variablen enthilt,
die in A vorkommen.

R6. Wenn AF B,so A+ CV B, wobei C eine Kontradiktion ist und nur Variablen enthilt,
die in A vorkommen.

Theoreme von F* sind alle Formeln, die die logische Form eines der Theoremschemata haben
und auBerdem EI und E2 geniigen. Das System F*® unterscheidet sich vom System S* dadurch,
daB in S° anstelle von A9 und A10 das Axiomenschema A9’. A+ BV ~B mit EI gesetzt und
daB in F¥ zusitzlich E2 gefordert und auBerdem die Regeln R/-R6 akzeptiert werden.
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7.14 Einige Theoremschemata von F*

In F* lassen sich die folgende Theoremschemata mit den Einschrankungen E1 und E2 beweisen.
Wir geben sie ohne Beweis an (vgl. Pietruszczak 1998).

Tl. AANBFB

T2, AF A

T3. AFAANA

T4. AF AV B, wobei B eine Kontradiktion ist,
T5. AF BV A, wobei B eine Kontradiktion ist,
T6. AF AA B, wobei B eine Tautologie ist.

In F¥ gilt folgende abgeleitete Schluregel:
RY7. Wenn A + B, Cl F Dl, D1 - Cl, CQ = DQ und D2 - CQ, SO A[Cl/Dl] FB [CQ/DQ]

T7. (ANAB)ACEFAAN(BACQC)

T8 AAN(BAC)F(AAB)AC

T9. AFAVA

T10. AVAKF A

T11. AV BF ~(~AA~B)

T12. ~(~AAN~B)F AV B

T13. AVBFBV A

T14. ~(AVB)F ~AA~B

T15. ~NAAN~BFEF ~(AV B)

T16. (AVB)ACE(AANC)V(BAC)
T17. (AVvB)VCF AV (BVC)
T18. AV(BVC)F (AVB)VC
T19. (AAB)VCEH(AVC)AN(BVC)
T20. (AVC)A(BVC)F(AAB)VC
T21. A- AV B

Ubung:

Beweisen Sie die Theoremschemata T1-T21 sowie die Regel R7!

7.15 Einige Metatheoreme von F?*

MT1. (Widerspruchsfreiheit). Wenn A = B ein Theorem von F?¥ ist, so ist A D B eine
Tautologie.

Beweis: Wenn wir das Zeichen der Folgebezichung I~ in den Axiomenschemata A1-A10 durch
die Subjunktion D ersetzen, so nehmen sie folgende Form an:

1. AD~~A

~~ADA

ANB DA
ANBDBAA
~(AANB)D ~AV~B
~AV ~B D ~(AAB)

SEER AN i
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7. (AVB)ACD(ANC)VB

8. (ANC)V(BANC)D(AANB)VC

9. AV B D A, wobei B eine Kontradiktion ist.
10. BV A D A, wobei B eine Kontradiktion ist.

Alle Formeln dieser Form sind Tautologien.

Die Schlufiregeln von F° nehmen nach der Ersetzung folgende Form an:

Wenn A D Bund BD C,s0 ADC.

Wenn A D Bund ADC,s0 ADBAC.

Wenn A D Bund B D A, so C D C[A/B].

Wenn A D B, so A D B AC, wobei C eine Tautologie ist.
Wenn A D B, so A D BV C, wobei C eine Kontradiktion ist.
Wenn A D B, so A D C'V B, wobei C eine Kontradiktion ist.

IR e

Wenn die Voraussetzungen dieser Regeln Tautologien sind, so sind es auch die Folgerungen.
Folglich gilt die Behauptung von MT1.

MT2. (Sinnzusammenhang). Wenn A I- B ein Theorem von F* ist, so enthilt B nur solche
Variablen, die in A vorkommen.

Beweis: Wenn A - B ein Axiom von F? ist, so gilt die Behauptung von MT2 auf Grund von
E1. Bei den Schlufiregeln R1-R6 ist offensichtlich, dafl gilt: Wenn die Voraussetzungen der
Regeln die Bedingungen von MT?2 erfiillen, so erfiillt auch die Folgerung die Bedingungen.

Folgerung aus MT2: In F* sind folgende den Paradoxien der materialen und strikten Implika-
tion analoge Formeln nicht beweisbar:

AFBDA AF~ADB
AN~AFB BFEAVA~A
A-AVB AFBVA.
MT3. (Paradoxienfreiheit). Wenn A - B ein Theorem von F? ist, so ist A keine Kontra-
diktion und B keine Tautologie.

Beweis: Fiir die Axiome gilt MT8 auf Grund von E2. Fiir die Regeln R1 und R2 gilt: Wenn
die Voraussetzungen die Forderung E2 erfiillen, so erfiillt die Folgerung ebenfalls die Forderung
E2. Die Regeln R3-R6 sind so eingeschréinkt, dafl auch sie die Bedingung E2 vererben.

Folgerung aus MT3: In F° sind folgende Paradoxien der strengen logischen Folgebeziehung
nicht beweisbar:

AAN~AABF ~B AAN~AAN~BF B
AAN~AN(BV ~B) - B AN~AN(BV ~B)+ ~B
AAN~AANBF BA~B

AA~AA~BF BA~B

AA~AN(BV ~B)F BA~B.

Auf Grund von MTS9 sind in F¥ auch die folgenden Formeln nicht beweisbar:

1. AN~AFA
2. AN~AEA~A
3. AFAV~A

4. ~AF AV ~A

Diese Formeln scheinen als Regeln der Folgebeziehung akzeptabel zu sein, da 1 und 2 nur
Spezialfiille der in S° beweisbaren Beseitigungsregel der Konjunktion AAB = A bzw. AAB - B

147



7. Kapitel — Logische Folgebeziehung

sind, withrend 3 und 4 nur Spezialfille der in S° beweisbaren Einfiihrungsregel der Adjunktion
AF AV Bbzw. A+ BV A mit El sind. Mit dem Ausschlufl dieser Formeln erleidet die
Theorie der Folgebeziechung aber keinen echten Verlust, denn die ersten beiden Regeln sind
nicht anwendbar, und das Konsequent der beiden letzten Regeln gilt voraussetzungslos.

MT4. Wenn A+ B ein Theorem von F¥ ist, so ist B keine Kontradiktion.
Beweis: MT4 folgt unmittelbar aus MT7 und MT3.

MT5. Wenn A F B ein Theorem von F* ist, so ist A keine Tautologie.
Beweis: MT5 folgt unmittelbar aus MT7 und MT3.

MT6. Wenn A - B ein Theorem von F?* ist, so sind A und B logisch indeterminierte
Formeln.
Beweis: MT6 folgt unmittelbar aus MT3-MT5.
Wir verwenden die Definition D2 einer ausgezeichneten adjunktiven Normalform aus Ab-
schnitt 4.14.
MT7. Fiir jede logisch indeterminierte Satzformel A i3t sich eine Formel A in der ausge-
zeichneten adjunktiven Normalform derart angeben, daf in F*° gilt: A ++ AV,

Beweis: MT7 1a8t sich induktiv iiber die Anzahl der logischen Operatoren in A mit Hilfe der
Axiome und Schlufiregeln von F¥ sowie der Theoremschemata T1-T21 beweisen.

Folgerung aus MT7: Auf Grund von MT1 ist also A = AN eine Tautologie, und folglich gilt
A ~ AN, wobei & die semantische Aquivalenz ist.

MTS8. (Vollstéindigkeit). Wenn A O B eine Tautologie ist, B nur solche Variablen enthélt,
die in A vorkommen, A keine Kontradiktion und B keine Tautologie ist, so ist A - B in F*°
beweisbar.

Die Beweise von MT7 und MT§ werden in Pietruszczak 1998 gefiihrt.

MT9. LBt man in F¥ die Einschrankung E2 fallen, so erhilt man ein mit $° deduktiv
dquivalentes System.

Beweis: Nach T6 erhalten wir:
AFAN(BV~B).

Hieraus ergibt sich mit A4/, A% und R1

A9. A+ BV~B.

MT10. LiBt man in F¥ die Einschréinkungen EI und E2 fallen, so sind die den Paradoxien
der strikten Implikation analogen Formeln A+ BV ~B und B A ~B - A beweisbar.

Beweis: Die erste Formel ist A9’. Die zweite Formel wird folgendermaflen bewiesen:

1. BA~BFBA~BVA (T21)
2. BA~BVAFA (A10)
3. BA~BI A (1., 2., R1).

MT11. L&Bt man in F° die Einschrinkungen E1 und E2 fallen, so gilt: A - B ist genau
dann ein Theorem, wenn A O B eine Tautologie der klassischen Logik ist.

Ubungen:

Priifen Sie, welche der folgenden Formeln der Folgebeziehung giiltige Regeln im System der
strengen logischen Folgebeziehung bzw. im System der strikten logischen Folgebeziehung sind:
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pEpVyq

pPAGA~pE ~q

pVaqkp

pVo~pbk~pVp

pAGV ~pAqNpA~qgN ~pANegh ~pVp
AF A

(PDq)F(PDq)VigDp).

N O WD

7.16 Logische Folgebeziehung und allgemeine Methodologie

Die verschiedenen Systeme der logischen Folgebeziehung der klassisch orientierten Richtung
(die klassische Theorie, die Theorien der strengen und der strikten Folgebeziehung) sind in
unterschiedlicher Weise fiir die allgemeine Methodologie der Wissenschaften von Bedeutung.
Wir wollen auf einige Aspekte dieser Problematik aufmerksam machen. Es ist eine empirisch
gesicherte Tatsache, dafl in der Wissenschaftsgeschichte logisch widerspriichliche Theorien auf-
treten. Akzeptiert man die klassische Theorie der Folgebeziehung als die einzig mogliche Form
der logischen Folgebeziehung, so ist in einer solchen widerspriichlichen Theorie jede beliebige
Aussage beweisbar, da nach der klassischen Theorie aus einem Widerspruch eine beliebige Aus-
sage logisch folgt. Eine Theorie, in der jede Aussage beweisbar ist, mufl aber verworfen werden,
da sie nutzlos ist. Die Wissenschaftsgeschichte zeigt, daBl die Einzelwissenschaftler nicht so
vorgehen. Natiirlich wird das Auftreten von widerspriichlichen Aussagen in wissenschaftlichen
Theorien als ein Mangel dieser Theorien angesehen, weil eine Aussage A und ihre Negation
~A der Definition der Negation gemifl nicht beide gelten kénnen. Im allgemeinen wird je-
doch beim Auftreten eines Widerspruchs nicht die gesamte Theorie verworfen. Man isoliert
den Widerspruch, arbeitet mit der restlichen Theorie weiter und versucht, den Grund fiir den
aufgetretenen Widerspruch zu finden. Dieses Vorgehen der Wissenschaftler ist - entgegen der
Auffassung einiger Methodologen - verniinftig und entspricht dem Bemiihen derjenigen Logiker,
die eine paradoxienfreie Theorie der logischen Folgebeziehung aufbauen wollen.

Die Praxis der Einzelwissenschaftler zeigt, dafl in einem bestimmten Rahmen eine erfolgreiche
wissenschaftliche Arbeit mit widerspriichlichen Theorien moglich ist. Wir gehtren jedoch nicht
zu den Philosophen, die beim Auftreten eines logischen Widerspruchs in Jubel ausbrechen.
Eine Aussage A A ~A ist schon allein aus logischen Griinden falsch. Aber Widerspriiche sind
ungeféhrlicher als meist in der logischen und methodologischen Literatur angenommen wird.
Tritt in einer einzelwissenschaftlichen Theorie ein Widerspruch auf, weist das immer auf einen
Mangel dieser Theorie hin, und man muf versuchen, diesen Widerspruch auszumerzen. Doch
mufl man beim Auftreten eines Widerspruchs nicht in Panik verfallen und die ganze Theorie
fiir sinnlos erkléren; so ist Freges Lebenswerk nicht sinn- und nutzlos, obwohl Russell seine
Widerspriichlichkeit aufdeckte.

In seinem Artikel ,,Was ist Dialektik?“ behandelt auch K. R. Popper die Problematik des
Satzes ,,Aus einem Widerspruch folgt jede beliebige Aussage®. Er schreibt in diesem Zusam-
menhang: ,Nun kann man die Frage aufwerfen, ob diese Lage der Dinge in jedem logischen
System gegeben ist oder wir ein System konstruieren kénnen, in dem sich aus kontradiktorischen
Aussagen nicht jede beliebige Aussage ergibt. Mit dieser Frage habe ich mich beschéftigt, und
meine Antwort geht dahin, daB ein derartiges System konstruiert werden kann. Es erweist sich
allerdings als ein auflerordentlich schwaches System. Von den {iblichen Schlufiregeln bleiben
nur sehr wenige iibrig, nicht einmal der Modus ponens, der besagt, dafl wir aus einer Aussage
der Form ,Wenn p, dann ¢‘ in Verbindung mit p zu dem Schlufl ¢ gelangen kénnen. Meiner
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Meinung nach ist ein solches System fiir das Ziehen von Schliissen nutzlos . ..* (Popper 1965,
S. 271) Die letzte Behauptung trifft zwar fiir das von Popper konstruierte System zu (Popper
1948), aber mit den Systemen der strengen und der strikten Folgebeziehung liegen Logiksy-
steme vor, die beide in einem bestimmten Sinne vollstéindig sind und in denen nicht gilt, daf3
aus einem Widerspruch jede beliebige Aussage logisch folgt. Mit dem Aufbau dieser Systeme
ist der Mythos zerstort, dafl es nur eine einzige (von Gott oder der Natur gegebene) logische
Folgebeziehung gibt und dafl in einer ausreichend vollstéindigen Theorie der Folgebeziehung
aus einem Widerspruch logisch jede beliebige Aussage folgt. Manchmal benutzte man diesen
Mythos sogar zur Begriindung der Giiltigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Widerspruch.
So schreibt G. J. Ruzavin: ,Nach der Implikationsregel der formalen Logik folgt aus einer
falschen Voraussetzung sowohl eine wahre als auch eine falsche Folgerung. Deshalb fordert die
Logik eine Beachtung des Gesetzes der Widerspruchsfreiheit, d. h., zwei sich widersprechende
Behauptungen kénnen nicht gleichzeitig als wahr angesehen werden. “ (Ruzavin 1978). Ein Wi-
derspruch mufl verworfen werden, weil er allein auf Grund der Eigenschaften der Operatoren
Lund“ und ,nicht“ immer falsch ist und nicht, weil aus ihm eine beliebige Aussage folgt.

Worin besteht nun die unterschiedliche Funktion der Theorien der klassischen, der strengen
und der strikten Folgebeziehung? Ist die Widerspruchsfreiheit einer wissenschaftlichen Theorie
nachgewiesen, so kann ohne jede Bedenken die klassische Folgebeziehung verwendet werden.
Tritt in einer Theorie einer empirischen Wissenschaft ein Widerspruch auf, so empfiehlt es sich,
nach der strikten Folgebeziehung zu schlieflen. Eine Verwendung dieser Theorie erleichtert
es, den Widerspruch zu lokalisieren und zu isolieren. Fiir axiomatisch aufgebaute Theorien
der Logik und der Mathematik ist hingegen die Theorie der strikten Folgebeziehung nicht zu
verwenden, da sie es nicht gestattet, von Tautologien auf Tautologien zu schlieflen.

Hieraus wird deutlich, daB8 die Forderung nach Widerspruchsfreiheit fiir solche Theorien
weitaus wichtiger ist als fiir Theorien der empirischen Wissenschaften.

Die Theorie der strengen logischen Folgebeziehung 1483t sich sowohl in deduktiven als auch in
den empirischen Wissenschaften verwenden, beriicksichtigt den Sinnzusammenhang zwischen
Voraussetzung und Folgerung, ist allerdings mit den oben angegebenen Paradoxien behaftet.
Solange in Theorien der empirischen Wissenschaften keine Widerspriiche auftreten, kann man
die klassische Theorie der Folgebeziehung verwenden. Ist die Widerspruchsfreiheit dieser Theo-
rien nicht bewiesen, so ist dabei Vorsicht bei indirekten Beweisen geboten. Denn ist eine Theorie
versteckt widerspriichlich, so ist in ihr nach der klassischen jede beliebige und nach der Theorie
der strengen Folgebeziehung jede in ihr formulierbare Aussage beweisbar. Bei indirekten Be-
weisen muf} gesichert sein, dafl sich der Widerspruch wirklich aus der Annahme des indirekten
Beweises ergibt.

Ubungen:

1. Priifen Sie, welche der folgenden Schliisse geméfl der Theorie der klassischen, der strengen
und der strikten Folgebeziehung jeweils giiltig sind:

a) Sokrates lguft.
Sokrates 1duft nicht.
Du bist in Rom.

b) Sokrates lduft.
Sokrates lduft, oder Sokrates lduft nicht.

c) Sokrates lauft.
Sokrates lduft, oder du bist in Rom.
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d) Sokrates lduft.
Du bist nicht in Rom.
Sokrates lduft, oder du bist in Rom.

e) Es gilt nicht: Sokrates lduft und Sokrates lduft nicht.
Sokrates lduft, oder Sokrates lduft nicht.

f) Haifische sind Siugetiere.
Haifische sind Saugetiere, oder Wale sind Sidugetiere.

Welche Préamissen miifite man in den Beispielen aus Aufgabe 1, die nur klassisch giiltige
Schliisse sind, hinzufiigen, um giiltige Schliisse der strengen logischen Folgebeziehung zu
erhalten? Lassen sich die Prémissen so ergénzen, dafl diese Schliisse auch in der Theorie
der strikten logischen Folgebeziehung gelten?

Priifen Sie, ob die folgenden Regeln in der Theorie der klassischen, der strengen und der
strikten Folgebeziehung giiltig sind:

a) (AANB)V (~AAN~B)A~(~AVB)FAAN~A
b) (AAB)V (~AAN~B))AN~(~AVB)FCA~C

c) (AANB)V (~AAN~B))A~(~AVB) D AN~AE (MAV~B)A(AVB)V~AV B.
Priifen Sie, ob der folgende Schluf in der klassischen, strengen oder strikten Folgebeziehung
giiltig ist:

Haifische sind Fische, oder Wale sind Sdugetiere.

Haifische sind Séugetiere, oder Wale sind Fische.
Haifische sind Fische, oder Wale sind Fische.
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8. Kapitel
Pradikationstheorie

8.1 Die logische Struktur einfacher Aussagen

Bei dem Aufbau der folgenden Bereiche der Logik ist nicht nur die Aufgliederung von Aussagen
in Aussagen und aussagenbildende Operatoren zu berticksichtigen, sondern auch die Aufglie-
derung einfacher Aussagen in Termini (in Subjekte und Pridikate) und logische Operatoren.
Gewohnlich geschieht dies in der Quantorenlogik (oder Pradikatenlogik), da in dieser die Eigen-
schaften von Quantoren betrachtet werden und Quantoren logische Operatoren sind, die sich
auf Termini in Aussagen beziehen. Wir halten es fiir zweckméfiger, die Problematik einfacher
Aussagen in einem besonderen Bereich der Logik zu behandeln. Wir nennen diesen Bereich
Pridikationstheorie. Den in der modernen mathematischen Logik allgemein iiblichen Stand-
punkt nennen wir traditionell. Unseren Standpunkt, der sich wesentlich vom traditionellen
unterscheidet, nennen wir nichttraditionell.

Die Grundlagen der im weiteren dargestellten nichttraditionellen Prédikationstheorie wur-
den von A. A. Sinowjew entworfen (vgl. Sinowjew 1968, 1970, Sinowjew/Wessel 1975). In
Wessel 1982 wurde diese Theorie in wesentlichen Punkten modifiziert und die semantische
Vollsténdigkeit ihres axiomatischen Aufbaus bewiesen. Thre Anwendung bei der Kritik der in-
tuitionistischen Logik findet sich in Wessel 1983, 1984, und ihre Niitzlichkeit bei der Lésung
einiger wissenschaftstheoretischer Paradoxien wird in Wessel 1988, 1993, 1994a demonstriert.

Die traditionelle Auffassung einfacher Aussagen besteht darin, dal einfache Aussagen eine
Struktur haben, die durch Symbole der Form P(s) und P(s1,...,s,) (wobei n > 2) dargestellt
werden.

Beispiele: ,Das Elektron ist negativ geladen®, ,Der Punkt X liegt zwischen den Punkten
Y und Z¢, ,Die Zahl 5 ist kleiner als 7%, ,Rostock liegt nordlich von Berlin®“, ,Anton liebt
Gerda*“.

In den angefithrten Symbolen sind s, s1, ..., s, Bezeichnungen der Gegenstinde, iiber die in
den Aussagen gesprochen wird. In der vormathematischen Logik wurden sie Subjekte genannt.
In der modernen Logik nennt man sie Gegenstandsnamen oder Eigennamen; wir werden sie
Subjekte nennen. In den angefithrten Beispielen sind die Worter ,,das Elektron®, ,der Punkt
X« ,der Punkt Y  der Punkt Z*, . die Zahl 5%, ,die Zahl 7%, ,Rostock®, ,Berlin“, ,Anton,
,Gerda“ Subjekte. Die erste Aussage hat also die Form P(s), die zweite die Form P(sy, so, $3),
withrend die dritte, vierte und fiinfte die Form P(sq, s3) haben. Wir weisen ausdriicklich darauf
hin, dal das Symbol P in den oben angefiihrten Symbolen P(s) und P(si,...,s,) nicht das
Pradikat der Aussage (d.h. den Terminus, der das ausdriickt, was in einer gegebenen Aussage
tiber die Gegenstiinde gesagt wird), sondern nur einen Teil des Pridikates darstellt. Als Pridi-
kate der Aussagen sieht man hier das an, was von den Aussagen iibrigbleibt, wenn man ihnen
die Subjekte entzieht. Die Prédikate der angegebenen Aussagen werden also nicht durch den
Buchstaben P, sondern durch die Ausdriicke P(...) und P(..., ..., ...) wiedergegeben.

Wenn man in diesen Ausdriicken die leeren Stellen durch Subjekte auffiillt, so erhilt man
Aussagen. In den oben angefiihrten Beispielen sind die Pradikate der Aussagen die Ausdriicke
-+ 18t negativ geladen®, ... liegt zwischen ... und ...%, ... ist kleiner als ...“, ... liegt nordlich
von ...“ ... liebt ...%.

Bei der eben dargestellten Auffassung des Aufbaus von einfachen Aussagen aus Subjekten
und Priidikaten ist also kein besonderer aussagenbildender Operator erforderlich. Diese Auffas-
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sung der Aussagen ist vollkommen berechtigt und in der Hinsicht bequem, da auf das Verfahren
zur Gewinnung der Prédikate aus den Aussagen verwiesen wird. Diese Auffassung ist aber in
anderer Hinsicht ungiinstig und hat unangenehme Folgen fiir die Losung vieler Probleme der
Logik. Obwohl in der Logik verschiedene Positionen (verschiedene Formen) der Negation ein-
facher Aussagen schon lidnger bekannt sind, ist es bei der dargestellten Auffassung einfacher
Aussagen faktisch unmoglich, diese verschiedenen Formen der Negation auf logischer Ebene
zu unterscheiden. Die Anordnung der Negation vor der ganzen Aussage ist offensichtlich, eine
weitere Negation 18t sich aber einfach nicht unterbringen.

Wir vertreten beziiglich einfacher Aussagen den folgenden Standpunkt. Wir akzeptieren das
angegebene Verfahren zur Herausgliederung der Pridikate aus den Aussagen, betrachten es
aber nur als eine Vorbedingung fiir die logische Analyse der Sprache. Einfache Aussagen stellen
wir durch Schemata der Form s «— P, (s1,...,8,) «— P, s « P und (s1,...,s,) <« P dar,
wobei n > 2. In diesen Schemata sind s, s1, ..., s, Subjekte (Bezeichnungen der Gegenstinde,
iber die in den Aussagen gesprochen wird), und P ist ein Prédikat. Dabei ist es gleichgiiltig,
wie ein Pridikat aus einer Aussage gewonnen wurde (ob es lokalisierbar ist, oder aber, ob es
in verschiedenen Teilen der Aussage so angeordnet ist, daf seine Lokalisierung unmoglich ist).
Wichtig hierbei ist aber, dafl P ein selbstéindiger Terminus der Aussage ist und nicht nur ein
Teil eines solchen. Bei unserem Aufbau der Pridikationstheorie setzen wir also die Fihigkeit
der Menschen voraus, zwischen Subjekt- und Pridikattermini zu unterscheiden. Der Pfeil «—
stellt einen aussagenbildenden Operator dar (den Prddikationsoperator des Zusprechens). Das
Schema s « P kann gelesen werden als: s hat P“ s ist dadurch charakterisiert, daffi P,
»S ist P“, P wird s zugesprochen®, ,P kommt s zu“. Das Schema s < P driickt aus, dafl
einem mit dem Subjektterminus s bezeichneten Gegenstand das durch den Pridikatterminus P
ausgedriickte Merkmal P zugesprochen wird. Neben dem Pridikationsoperator des Zusprechens
verwenden wir den Prddikationsoperator des Absprechens <. Das Schema s <+~ P kann gelesen
werden als: ,,s hat nicht P“ ,s hat P nicht®, ,s ist dadurch charakterisiert, dafl nicht P“, ,s
ist nicht P“ P wird s abgesprochen*, , P kommt s nicht zu*.

Beispiele fiir einfache Aussagen sind: ,Ein Elektron ist negativ geladen“, ,Sokrates lauft“,
»Anton liebt Gerda nicht“, ,Berlin liegt zwischen Rostock und Leipzig“. Die logischen Subjek-
te sind in diesen Aussagen entsprechend: ,ein Elektron“, ,Sokrates“, ,Anton“ und ,,Gerda“,
HBerlin®,  Rostock“ und ,Leipzig“. Die logischen Pridikate sind entsprechend die Termini ,ne-
gativ geladen®,  lauft®,  liebt“ | liegt zwischen®. Man unterscheidet Prédikate in ein-, zwei-
und allgemein n-stellige Prédikate, je nachdem, mit wieviel Subjekttermini sie zu Aussagen ver-
kniipft werden. So haben wir in unserem ersten und zweiten Beispielsatz einstellige Pridikate,
im dritten ein zweistelliges und im vierten ein dreistelliges Prédikat. Im weiteren moge s fiir
eine beliebige Gruppe von Subjekttermini (sq,...,s,) mit n > 1 und P fiir ein entsprechend
n-stelliges Pradikat stehen. Wie wir gesehen haben, werden Prédikationsoperatoren in der Um-
gangssprache auf die verschiedenste Weise ausgedriickt, durch die Worter ,ist“ und ,,ist nicht“,
durch ,hat“ und ,hat nicht“, durch einfaches Aneinanderreihen von Subjekt und Pridikat bzw.
Aneinanderreihen von Subjekt, Pridikat und ein Hinzufiigen des Wortes ,nicht “.

Wenn wir fiir ein gegebenes Subjekt s feststellen konnen, daf} es die Eigenschaft P besitzt,
so kénnen wir die Aussage ,s besitzt die Eigenschaft P* (symbolisch: s «— P) bilden. Wenn
wir fiir ein gegebenes Subjekt s feststellen konnen, dal es die Eigenschaft P nicht besitzt, so
konnen wir die Aussage bilden , s besitzt nicht die Eigenschaft P* (symbolisch: s «+ P).

Damit sind aber noch nicht alle Moglichkeiten erschopft, d. h., es gilt nicht immer s «— P“
oder ,s <+ P“ obwohl man sich in der klassischen und in der intuitionistischen Logik auf diese
beiden Moglichkeiten beschriankt. In der traditionellen (klassischen und intuitionistischen)
Pradikationstheorie werden die beiden Aussagen s < P und s < P entsprechend als P(s)
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und ~P(s) dargestellt. Durch diese Darstellung wird der logische Fehler suggeriert, der von
einigen Vertretern der traditionellen klassischen und intuitionistischen Prédikationstheorie auch
gemacht wird, daf die aussagenlogische Negation von s «— P, d.h. die Aussage ~(s « P),
mit der Aussage s <~ P als dquivalent angesehen wird. In der klassischen Logik folgert man
daraus, dafl das Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten auch in der Form ,,s «<— P oder s «+~ P*
gilt, was offensichtlich falsch ist, da es Félle gibt, die weder unter s «<— P noch unter s <+ P
fallen. Und in der intuitionistischen Logik, mit der wir uns noch beschéftigen werden, folgert
man daraus, dal das Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten in der Form p V ~p nicht gilt, was
offensichtlich auch falsch ist, da die hier behandelte Problematik der Pridikation mit dem
Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten in dieser Form nichts zu tun hat.

Wir mochten darauf hinweisen, dal es in den natiirlichen Sprachen keine direkte Entspre-
chung fiir die aussagenlogische Negation ~ gibt. Korrekt muf} sie durch solche Kunstausdriicke
wie ,Es ist nicht der Fall, daf} ...“ wiedergegeben werden. Sicher liegt auch in diesem Umstand
ein Grund fiir die falsche Identifikation von innerer und duflerer Negation.

Wir sagten schon, daf§ mit den Aussagen s <— P und s « P noch nicht alle Moglichkeiten
erschopft sind. Es ist dariiber hinaus noch moglich, dafl weder s «— P noch s «+ P gilt.
Betrachten wir einige Beispiele: Die Aussage ,Der Mond ist ehrlich® (s < P) wird sicher von
niemandem akzeptiert, ihre Negation ,,Der Mond ist nicht ehrlich“ ist aber zweideutig. Einmal
kann sie bedeuten, daBl man dem Mond das Prédikat ,ehrlich® abspricht bzw. ihm die Negation
dieses Prédikates, d.h. das Prédikat ,unehrlich®, zuspricht. Dann hat der Satz eine logische
Struktur s +~ P. In dieser Bedeutung wird der Satz auch von niemandem akzeptiert. Wenn also
der Satz ,,Der Mond ist nicht ehrlich“ von jemand behauptet wird, so ist er stets im Sinne von
»Es gilt nicht, dal der Mond ehrlich ist* zu verstehen, der die logische Struktur ~(s «<— P) hat.
In unserem Beispiel haben wir also nicht nur die beiden Moglichkeiten s «— P und s <~ P zu
beriicksichtigen, sondern noch eine dritte Moglichkeit, ndmlich ein Verwerfen sowohl von s «— P
als auch von s + P, d.h. den Fall ~(s «— P)A~(s < P), und dieser Fall ist in unserem Beispiel
der zutreffende. In diesem Beispiel tritt die dritte Moglichkeit auf, weil die Prédikate ,,ehrlich“
und ,unehrlich“ auf Gegenstinde wie den Mond nicht anwendbar sind, da ihre Bedeutung
nur fiir Gegenstéinde eines bestimmten Typs (fiir Menschen und Menschengruppen) festgelegt
ist. Fiir unser Beispiel ist dies sofort erkennbar. In den Wissenschaften und insbesondere in
der Philosophie treten aber hiufig Félle auf, wo erst eine detaillierte logische Analyse zu dem
gleichen Ergebnis fiihrt.

Betrachten wir als weiteres Beispiel den Satz: ,N hat aufgehort seine Frau zu schlagen“
(s < P). Hier 148t die Negation ,N hat nicht aufgehort, seine Frau zu schlagen® wieder zwei
Deutungen zu. Einmal 148t sich die Aussage deuten als ,N schligt seine Frau noch immer“
(s +~ P) und zum anderen als ,Es gilt nicht, dal N aufgehért hat, seine Frau zu schlagen*
(~(s « P)), und die letztere Aussage umfafit die beiden Méglichkeiten, dafl N seine Frau nie
geschlagen hat oder daf er sie noch immer schléigt. Wir haben auch hier die drei Moglichkeiten
s« P, s <+ P und ~(s < P) A ~(s <+ P), obwohl der Grund fiir das Auftreten der dritten
Méglichkeit ein anderer als im ersten Beispiel ist. Im vorliegenden Beispiel setzt eine sinnvolle
Verwendung von s «— P oder s <+~ P voraus, daf3 N friiher seine Frau geschlagen hat. Kiirzen
wir die letztere Aussage mit A ab, so haben wir die drei Moglichkeiten AA(s «— P), AA(s «+ P)
und ~A, wobei ~A nach sich zieht, daBl ~(s < P) A ~(s « P) gilt. In unserem Beispiel ist
offensichtlich, daf3 A eine Voraussetzung fiir eine sinnvolle Verwendung von s «— P oder s « P
ist. Ebenso offensichtlich wire die Mitgliedschaft von N in einer Partei eine Voraussetzung fiir
eine sinnvolle Verwendung einer der Aussagen ,N wurde aus der Partei ausgeschlossen“ oder
,N wurde nicht aus der Partei ausgeschlossen“. Aber auch bei Beispielen dieses Typs ist in den
Wissenschaften und in der Philosophie nicht immer leicht erkennbar, welche Aussage die Rolle
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von A spielt.

Auch wenn der Gegenstand, von dem in einer Aussage gesprochen wird, nicht existiert, so
gilt ~(s « P) A ~(s « P). Ausfiihrlicher betrachten wir diese Problematik im folgenden
Abschnitt.

Betrachten wir als weiteres Beispiel den Satz: ,In der Dezimalentwicklung von 7 kommt die
Null 10' mal hintereinander vor“ (s «— P). Auch die Negation dieses Satzes ist mehrdeutig.
Sie kann einmal bedeuten ,Es gilt nicht: In der Dezimalentwicklung von 7 kommt die Null 10%°
mal hintereinander vor“ (~(s < P)), und dies ist nicht gleichbedeutend mit dem Satz ,In der
Dezimalentwicklung von 7 kommt die Null nicht 10'° mal hintereinander vor“ (s <~ P), denn
auch hier ist der Fall ~(s < P) A ~(s «+ P) moglich und gegenwiirtig sogar der zutreffende.
Wir kénnen weder feststellen, daf3 in der Dezimalentwicklung von 7 die Null 10'*® mal hinterein-
ander vorkommt, noch daBl sie nicht vorkommt. Manchmal wird gegen solche Beispiele wie das
letztere eingewendet, man konne zwar nicht feststellen, welcher der beiden Félle s «+— P und
s <~ P gelte, aber ,an sich® gelte natiirlich einer der beiden Félle, d. h., (s < P) V (s <+ P) sei
ein logisches Gesetz. Dieser Einwand ist aber unberechtigt, denn bekanntlich ist 7 ein nicht-
periodischer unendlicher Dezimalbruch. Es ist klar, wie man in unserem Beispiel s <+ P als
giiltig nachweisen konnte. Man miifite ndmlich die Dezimalentwicklung von 7 so weit treiben,
bis die Null 10'° mal hintereinander vorkommt. Gelingt dies nicht, so besteht keine Moglichkeit
s < P als giiltig nachzuweisen, da es sich bei der Dezimalentwicklung von m um einen potentiell
unendlichen Prozefl handelt und prinzipiell keine abgeschlossene Dezimalentwicklung von 7 ,an
sich“ existieren kann. Wer trotzdem behauptet, im vorliegenden Fall gelte (s < P)V (s <+ P),
dem kann man nur mit Wittgensteins Worten antworten: Gott sieht es - aber wir wissen es
nicht (und kénnen es auch nicht wissen).

Schliefllich sei noch der Fall vager Pridikate betrachtet. Wenn P ein vages Prédikat wie
Hglatzkopfig® oder ,rot“ ist, so ist neben s «<— P und s <+ P in gewissen Grenzfiillen der Fall
~(s < P) A ~(s <+ P) moglich.

In allen betrachteten Beispielen sahen wir, dal die beiden Aussagen s < P und s <+ P
nicht alle Moglichkeiten erschopften, sondern daf auch der Fall der Unbestimmtheit ~(s «
— P) A ~(s <+ P) moglich ist. Wenn auch die Griinde fiir das Auftreten der Unbestimmt-
heit verschieden sind, so haben wir es in logischer Hinsicht immer mit derselben Situation zu
tun. Neben der Moglichkeit, einem Subjekt ein Pradikat zu- bzw. abzusprechen, ist noch
der Fall zu betrachten, dafi das betreffende Prédikat dem Subjekt weder zugesprochen noch
abgesprochen wird. Da sich in der Sprachpraxis solche Fille der Unbestimmtheit empirisch
aufweisen lassen, miissen sie in einer logischen Pridikationstheorie beriicksichtigt werden. In
der Beriicksichtigung der Unbestimmtheit liegt der wesentliche Unterschied der hier dargestell-
ten nichttraditionellen Prédikationstheorie von der traditionellen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise passen wir unsere Symbolik der traditionellen Symbolik
in folgender Weise an: Anstelle von (s «— P) schreiben wir P(s), anstelle von (s <+~ P) schreiben
wir = P(s), und anstelle von ~(s < P) A ~(s <+ P) schreiben wir ?P(s). Das Symbol —
nennen wir innere Negation, im Unterschied zur aussagenlogischen Negation ~, die auch dufere
Negation genannt wird. Die innere Negation — ist kein selbstéindiger Operator, man kann sie
als Teil eines Operators ansehen. Selbstéindiger Operator ist der Operator des Absprechens <,
und —P(s) ist nur eine andere Schreibweise fiir s <+~ P. In fritheren Veroffentlichungen haben
wir fiir den Fall der Unbestimmtheit die Schreibweise s? < P verwendet. Diese Schreibweise ist
irrefithrend, weil sie neben s <— P und s <~ P eine dritte Form des Pridizierens suggeriert. Eine
solche selbstéindige Form des Prédizierens gibt es aber in Wirklichkeit nicht. Das Symbol 7 P(s)
ist nur eine Abkiirzung fiir die logisch zusammengesetzte Aussage ~(s «— P) A ~=(s «— P).
Eine Einfithrung des Symbols 7= P(s) eriibrigt sich, da 7P(s) =7-P(s) gilt.
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Die innere Negation und das Unbestimmtheitszeichen spielen nicht nur in der Prédikati-
onstheorie eine Rolle. Wir verwenden deshalb im weiteren die Ausdriicke ,klassischer Fall“
und ,nichtklassischer Fall“ im folgenden Sinne: einen klassischen Fall einer logischen Theorie
oder eines formalen Systems nennen wir eine Theorie bzw. ein System, in dem die Negatio-
nen ~ und — nicht unterschieden werden und demzufolge das Zeichen ? nicht vorkommt; vom
nichtklassischen Fall einer logischen Theorie oder eines formalen Systems sprechen wir, wenn
die Negationen ~ und — unterschieden werden und die Moglichkeit besteht, das Zeichen 7
einzufiihren.

8.2 Existenz und Pridikation

Wenn ich zu meinem Sohn sage: ,Die Pfingstrosen in meinem Arbeitszimmer haben eine wun-
derschone rote Farbe®, und er mir antwortet: ,Nein, das ist nicht der Fall®, dann hat er recht
und macht eine wahre Aussage. Die Griinde fiir ein Verwerfen meines Satzes kénnen verschie-
den sein. Es kann der Fall sein, dafl zwar Pfingstrosen in meinem Arbeitszimmer sind, doch
sie sind weif}, oder dafl zwar rote Pfingstrosen in meinem Arbeitszimmer sind, ihre Farbe aber
nicht wunderschon ist. Doch ich meine hier einen anderen Fall. Mein Sohn ist ein verniinftiger
junger Mann, der allerdings keinerlei Kenntnis der Wahrheitswertliickensemantik der moder-
nen Logik hat. Deshalb verwirft er meinen Satz, weil tiberhaupt keine Pfingstrosen in meinem
Arbeitszimmer sind.

Trotzdem ist sein Satz ,Es ist nicht der Fall, da3 die Pfingstrosen in deinem Arbeitszimmer
eine wunderschone rote Farbe haben“ wahr. Wenn ich unter den gleichen Umsténden zu meinem
Sohn sagen wiirde ,,Die Pfingstrosen in meinem Arbeitszimmer haben keine wunderschéne rote
Farbe“, konnte er entgegnen ,Es ist nicht der Fall, daBl ...“ und seine Behauptung wire wahr.

Dieses Beispiel verdeutlicht, dafl in der Umgangssprache ein Unterschied zwischen innerer
und #duferer Negation besteht. Ein elementarer Satz der Form s <— P oder s <~ P kann nur
wahr sein, wenn sein Subjektterminus s ein Objekt bezeichnet, d. h., wenn wir Sétze der Form
s < P oder s <+~ P haben und ihr Subjektterminus s ist leer, so sind diese Sétze nicht wahr.

In einer bestimmten Variante der Wahrheitswertliickentheorie der modernen Logik, die auf
Frege zuriickgeht, werden solchen Sétzen iiberhaupt keine Wahrheitswerte zugeschrieben. Frege
schreibt: ,Wenn man etwas behauptet, so ist immer die Voraussetzung selbstverstédndlich, dafl
die gebrauchten einfachen oder zusammengesetzten Eigennamen eine Bedeutung haben. Wenn
man also behauptet, ,Kepler starb im Elend’, so ist dabei vorausgesetzt, dafy der Name ,Kepler*
etwas bezeichne; aber darum ist doch im Sinne des Satzes ,Kepler starb im Elend‘ der Gedanke,
dal der Name ,Kepler etwas bezeichne, nicht enthalten. Wenn das der Fall wére, miifite die
Verneinung nicht lauten ,Kepler starb nicht im Elend‘, sondern JKepler starb nicht im Elend,
oder der Name ,Kepler® ist bedeutungslos‘. Dafl der Name ,Kepler‘ etwas bezeichne, ist vielmehr
Voraussetzung ebenso fiir die Behauptung ,Kepler starb im Elend* wie fiir die entgegengesetzte. “
(Frege 1975, S. 54/55)

Zu dieser Fregeschen Auffassung mochte ich folgende Bemerkungen machen:

1. Wenn die Subjekttermini von elementaren Sétzen leer sind, so sind diese Sétze nach Freges
Ansicht bedeutungslos, d. h., sie haben weder den Wert v noch den Wert f. Meiner Ansicht
nach kann solch ein Satz mit einem leeren Subjektterminus nicht wahr sein, er mufl jedoch
nicht ohne Wahrheitswert sein.

2. Frege unterscheidet nicht zwischen innerer und #uflerer Negation, d.h., er identifiziert
diese beiden verschiedenen Formen der Negation. In unserer Pridikationstheorie mit den
beiden Formen der Negation kénnen wir ohne Widerspruch elementaren Sétzen mit leeren
Subjekttermini den Wert ,falsch* zuschreiben.
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3. Frege schliefit elementare Sitze mit leeren Subjekttermini aus seiner Logik ganz aus, d. h.,
er hat keine Moglichkeit in seiner Logik, mit solchen S&tzen umzugehen. In der Frege-
schen Logik kénnen wir einen elementaren Satz mit einem leeren Subjektterminus weder
behaupten noch verwerfen.

In Prior 1957 wird, angeregt von Frege, ein modaler Aussagenkalkiil - das System @ -
aufgebaut, der Wahrheitswertliicken erlaubt. In Ruzsa 1981 finden wir eine weitere Entwicklung
dieser Ideen in allen logischen Details. In der Semantik dieser modalen Logik haben wir drei
Werte 0, 1 und 2, wobei 0 und 1 fiir die iiblichen Wahrheitswerte ,,wahr“ und ,falsch“ stehen,
wihrend 2 fiir ,nicht feststellbar“ (,unstatable“) steht, d.h., 2 stellt die Wahrheitswertliicke
dar. Die semantischen Regeln dieses Systems sind so ausgewéhlt, dafl eine zusammengesetzte
Formel den Wert ,unstatable“ hat, wenn eine Teilformel von ihr den Wert ,unstatable“ hat.
Als Konsequenz ergibt sich aus dieser Konvention, dal wir in der Objektsprache einer solchen
Logik keinen Satz mit dem Wert ,unstatable“ verwerfen konnen, denn die Negation eines
solchen Satzes ist wieder ,unstatable®.

Bei Sétzen mit leeren Subjekttermini kénnen wir in unserer Prédikationstheorie sowohl
s «— P als auch s <+ P den Wert f zuschreiben. Auflerdem koénnen wir solche Sitze mit
Hilfe der &uBleren Negation verwerfen.

Da Aussagen der Form s «— P und s <~ P nur wahr sein kénnen, wenn s kein leerer Terminus
ist, kann eine Aussage der Form s <+~ E mit dem Existenzpriidikat E nicht wahr sein, d. h., wir
konnen die folgende Formel als Axiom einer Existenzlogik setzen:

Al. + ~(s<+ E),

denn wenn s existiert, so gilt s «— E, und daraus folgt ~(s <+~ E), und wenn s nicht existiert,
so miissen wir s <~ E verwerfen, da s ein leerer Terminus ist. Fiir elementare Existenzaussagen
kann also nur die duflere Negation sinnvoll behauptet werden.

Weiterhin gilt offenbar folgendes Axiom:

A2, (s« P)V (s« P)F E(s)

Umgekehrt gilt:

A3. ~E(s)kF7P(s)

Da etwas logisch Widerspriichliches nicht existiert, setzen wir aulerdem:

A4, (s— P)AN~(s«— P)F ~E(s).

Ausfiihrlicher wird das Existenzprédikat untersucht in Krampitz 1988 und Krampitz 1990.

Nach diesen Vorbemerkungen geben wir nun das Alphabet und die Definition einer Pradikat-
formel der Pridikationstheorie an. Das Alphabet der Pridikationstheorie erhalten wir, wenn
wir das Alphabet der Aussagenlogik um folgende Symbole ergénzen:

1. s, 51, So, ... - Subjektvariablen

2. P,Q, R, P, Q1, Ry, ... - Priadikatenvariablen

3. — - innere Negation

4. 7 - Unbestimmtheitszeichen

D1. Pridikatformel:
1. Wenn z eine Subjektvariable und f eine einstellige Pradikatenvariable ist, so sind f(x)
und —f(z) Pradikatformeln.
2. Wenn z1, ..., x, Subjektvariablen sind und f eine n-stellige Priidikatenvariable ist, so sind
flz1, ..., z,) und = f(xq, ..., x,) Pridikatformeln.
3. Nur die in den Punkten 1 und 2 genannten Zeichenreihen sind Pridikatformeln.
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D2. Formel der Prédikationstheorie:
FEine Definition einer Formel der Pridikationstheorie erhalten wir, wenn wir in einer Formel-
definition der Aussagenlogik iiberall den Ausdruck ,aussagenlogische Formel“ durch ,,Formel
der Pridikationstheorie“ und auflerdem Punkt 1 durch folgenden ersetzen:

1. Aussagenvariablen und Pridikatformeln sind Formeln der Pridikationstheorie.
D3. ?P(s) =pef ~P(s) AN~=P(s).
?P(s) kann gelesen werden als: , Es werden sowohl P(s) als auch =P(s) verworfen“ oder ,Es
gilt keine der beiden Aussagen P(s) und —P(s)“.
Im weiteren steht der Buchstabe a in Formeln der Form f(a), —f(a) usw. fiir eine Subjekt-

variable oder eine Gruppe von Subjektvariablen. Zwei Formeln der Form A und —A nennen
wir zueinander kontrdre Formeln.

Ubung:

Welche der folgenden Zeichenreihen sind Formeln der Préidikationstheorie und welche nicht:

a) _'Aa

b) N_'Aa

c) ~P(s) A~=P(s),
d) —=P(s),

e) —pVp,

f) P(s) D —~P(s),
g) P(s)V—P(s)?

8.3 Semantik der nichttraditionellen Pradikationstheorie

Entsprechend unseren intuitiven Ausgangsiiberlegungen iiber einfache Aussagen fiigen wir zu
den semantischen Regeln der klassischen Aussagenlogik folgende zusétzliche semantische Regeln
der nichttraditionellen Pridikationstheorie hinzu:

R1. Prédikatformeln werden die Wahrheitswerte v und f genauso zugeschrieben wie den
Aussagenvariablen. Dabei sind zwei Prédikatformeln verschieden genau dann, wenn sie sich
graphisch unterscheiden.

R2. Wenn A den Wert v, so hat =A den Wert f.

R3. Wenn —A den Wert v, so hat A den Wert f.

R4. Wenn A den Wert f hat, so hingt der Wert von —A nicht vom Wert von A ab, d.h.,
—A kann sowohl den Wert v als auch den Wert f haben.

R5. Wenn —A den Wert f hat, so hiingt der Wert von A nicht vom Wert von —A ab.

R6. 7A ist dquivalent mit ~A A ~—A.

Tautologien sind wie in der Aussagenlogik Formeln, die immer den Wert v annehmen. Auch
die Termini Kontradiktion, erfiillbare Formel, logisch indetermainierte Formel verwenden wir wie
in der Aussagenlogik. Die nichttraditionelle Prédikationstheorie ist beziiglich der angegebenen
Semantik entscheidbar, d. h., von einer beliebigen Formel der nichttraditionellen Prédikations-
theorie kann nach einem einheitlichen Verfahren in endlich vielen Schritten entschieden werden,
ob sie eine Tautologie, eine Kontradiktion oder eine logisch indeterminierte Formel ist. Wir
beschreiben anschlieflend solch ein Entscheidungsverfahren, fiir dessen Durchfiithrung es zweck-
méfBig ist, zwei abgeleitete semantische Regeln zu formulieren, die sich aus den Regeln R1-R6
und aus den semantischen Regeln der Aussagenlogik ergeben.
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R7. Von den drei Formeln A, =A und ?A darf hichstens einer der Wahrheitswert v zuge-
schrieben werden.

R8. Kommen die drei Formeln A, =A und 7A in einer Formel vor, so mufl mindestens einer
von ihnen der Wahrheitswert v zugeschrieben werden.

Im ersten Schritt des Entscheidungsverfahrens schreiben wir wie in der Aussagenlogik alle
moglichen Wertkombinationen unter die Aussagenvariablen und Prédikatformeln einer Formel,
dabei schreiben wir den Prédikatformeln genauso Werte zu wie den Aussagenvariablen und se-
hen zwei Pridikatformeln als verschieden an, wenn sie sich graphisch unterscheiden, d. h., drei
Prédikatformeln der Form P(s), =P(s) und ?P(s) schreiben wir die Werte so zu wie drei ver-
schiedenen Aussagenvariablen. Im zweiten Schritt des Entscheidungsverfahrens streichen wir
von diesen Wertkombinationen alle, die den semantischen Festlegungen der Regeln RI1-R6 wi-
dersprechen. Bei der praktischen Durchfiihrung kommen wir dabei mit den beiden abgeleiteten
semantischen Regeln R7 und RS aus, d.h., wir streichen zuniichst alle Zeilen, in denen mehr
als einer von drei Formeln der Form P(s), =P(s) und ?P(s) der Wert v zugesprochen wurde,
und danach streichen wir alle Zeilen, in denen allen drei Formeln der Form P(s), =P(s) und
?P(s) der Wert f zugeschrieben wurde. In den verbleibenden Zeilen ermitteln wir im dritten
Schritt jeweils den Wahrheitswert der Gesamtformel nach den aussagenlogischen semantischen

Regeln.

Wir betrachten einige Beispiele. Zuniichst priifen wir, ob die Formel
P(s) D ~=P(s) A ~7P(s)

eine Tautologie ist oder nicht:

Erster Schritt:

P(s) D ~=P(s) AN ~7P(s)
v v v

v v f
v f v
v f f
f v v
/ v /
f f v
f f f

Zweiter Schritt:
P(s) D ~=P(s) A ~7P(s)

U U (&
4 { JI
4 Jf {
v f f
JI C (&
f v f
f f v
L L L
7 7 7

Die Zeilen 1, 2, 3 und 5 streichen wir nach der Regel R7 und die Zeile 8 nach der Regel RS.
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Dritter Schritt:

P(s) D ~=P(s) A ~7P(s)
v v v f v o f
foov fo fof
f vof ffv

Die Formel P(s) D ~—P(s) A~7P(s) ist also eine Tautologie der Prédikationstheorie. Genauso
wie in der Aussagenlogik kénnen wir auch in der Pridikationstheorie ein verkiirztes Entschei-
dungsverfahren anwenden. Wir demonstrieren das an der gleichen Formel. Wir nehmen an, die
Formel wiire keine Tautologie, d. h., es wire moglich, dafy sie mindestens einmal den Wert f
annimmt. Dann miifite das Antezedent P(s) den Wert v und das Konsequent ~—P(s) A~7P(s)
den Wert f haben. Wenn diese Konjunktion falsch ist, mufl mindestens eines ihrer Glieder den
Wert f haben, d. h., eine der beiden Formeln —P(s) und ?P(s) miifite den Wert v haben. Nach
R ist es aber unmoglich, dafi P(s) und eine der beiden Formeln —P(s) und ?P(s) den Wert v
haben. Also ist die betrachtete Formel eine Tautologie.

Im folgenden Beispiel fithren wir alle drei Schritte des Entscheidungsverfahrens in einer
Tabelle aus:

P(s) A =Q(s) D ~=P(s) A ~Q(s)

U/ U/ ( l
U U f U
v v v vouf vouf
(% tf U [
—f ( £
v fr v f v
oo f5 e f
7 U 1 T
f fw voow f
f U J[ U
fofv o v f f
o rr v v
o rr v f
o rr v f v
Forr v f f

Die Zeilen 1, 2, 3, 5, 6, 9 und 11 werden wegen R7 gestrichen. Fiir Zeile 4 haben wir den
Wert v ermittelt. In den iibrigen Zeilen nimmt das Antezedent der Subjunktion den Wert f an,
d. h., die Subjunktion hat den Wert v, und wir brauchen nicht den Wert ihres Konsequentes
auszurechnen.

Fiir die nichttraditionelle Prédikationstheorie gilt folgendes Metatheorem:

MT1. Wenn A eine Tautologie der Pradikationstheorie ist, so ist die Formel K; D (K3 D
D...D (K, D A)...) eine aussagenlogische Tautologie, wobei A’ die Formel A{fi(a),...,
fula),=fi(a), ..., = fu(a)/P1y o s Prs @iy - - qn} ist, unter den fi(a),..., fu(a), —fi(a),...,
—fn(a) alle Priadikatformeln vorkommen, die in A vorkommen, p1,...,pn, q1, ..., ¢, paarwei-
se verschiedene Aussagenvariablen sind, die nicht in A vorkommen, und K1, ..., K,, (m <n)
entsprechend die Formeln ~(p; A ¢;) fiir alle ¢ (i = 1,...,m) sind, fir die gilt, f;(a) und
= fi(a) kommen in A vor.
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Beweis: Wir unterscheiden im Beweis zwei Fille.

Erster Fall: In A kommen keine zwei Formeln fi(a) und —fi(a) gemeinsam vor. Dann ist
m =0, d. h., die Formel K1 D (K3 D ... D (K, D A')...) ist die Formel A’. In diesem Falle ist
A’ eine Tautologie, da den Aussagenvariablen p; und ¢; genauso Wahrheitswerte zugeschrieben
werden wie den Formeln f;(a) und —f;(a).

Zweiter Fall: In A kommt mindestens ein Paar von Prédikatformeln f;(a) und —f;(a) ge-
meinsam vor. Da A eine Tautologie der Pridikationstheorie ist, hat die Formel A’ bei allen
Wertkombinationen, bei denen p; und ¢; nicht beiden der Wert v zugeschrieben wird, den Wert
wahr. In diesen Féllen hat also auch die Formel K7 D (Ko D ... D (K,;, D A’)...) den
Wert wahr. Wird p; und ¢; beiden der Wert v zugeschrieben, so hat K; den Wert f, und
KD (KyD...D (K, DA)...) hat folglich den Wert v.

Ubungen:

1. Priifen Sie, welche der folgenden Formeln Tautologien der Prédikationstheorie sind und
welche nicht:

a) P(s)V —P(s)

) ~(P(s) A=P(s))

) ~=P(s) D P(s)

) P(s)V —P(s)V7P(s)

) ~7P(s) = P(s)V —P(s)
f) ~(P(s) A =Q(s)) D ~P(s) vV 7Q(s)
g) ~(=P(s) v 7Q(s)) O (P(s) V 7P(s)) A (Q(s) V =Q(s))!

2. Uberpriifen Sie mit Hilfe der semantischen Regeln der nichttraditionellen Pridikationstheo-
rie, welche der folgenden ,,Analoga“ der reductio ad absurdum giiltige Regeln der Folgebe-

ziehung sind und welche nicht (Hinweis zur Losung: Deuten Sie die logische Folgebeziehung
F als Subjunktion!):

oo T

@)

=
A
©
U
2
v
=
—
2
=

o

[oViNe
)i
\cf]/\_/
T T
J
e
&

@

1 2
g
=

—~~
VA
~—

L
~—~

VA
(s

_.
=
~~
V)
&

—_— ]
vl

asiey
N

2]

VA
U
2
2
e
&
T T T T T T
N

e
el

~~
»
NN~

=

[V5)
~—

8.4 Nichttraditionelle Pridikationstheorie im System des natiirlichen Schlieflens

Alphabet und Formeldefinition wihlen wir wie im Abschnitt 2. Wir setzen folgende zusitzliche
Regel zum Hinzufiigen neuer Zeilen zum Beweis:
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12. FEinfiihrungsregel der inneren Negation (FiN):
fla)

~~f(a)’

wobei a eine Subjektvariable s oder eine Gruppe von Subjektvariablen sy, ..., s, und f entspre-
chend eine einstellige oder n-stellige Priadikatenvariable ist. In die Strukturregeln zum Aufbau
eines direkten und eines indirekten Beweises wird die Regel FiN mit aufgenommen.

Beweis einiger Theoreme:

T1. P(s) D ~—P(s)

1. P(s) (A. d. B.)

2. ~—P(s) (1., EiN)
T2. —P(s) D ~P(s)

1. P(s) D ~=P(s) D (=P(s) D ~P(s)) (AL)

2. =P(s) D ~P(s) (AR, 1., T1)
T3. ~(P(s)A—P(s))

1. P(s) A—P(s) (A.d. i. B.)

2. P(s) (BK, 1.)

3. =P(s) (BK, 1.)

4. ~P(s) (AR, 3., T2)

T4. P(s)V —P(s)V?P(s)

1. ~(P(s) V—P(s) V ~P(s) A ~—P(s)) (A.d. i. B., D3)
2. ~P(s) AN~=P(s) A ~(~P(s) A ~—P(s)) (1., AL)
3. ~P(s) (BK, 2.)
4. ~P(s) (BK, 2.)
5. ~(~P(s) AN ~—P(s)) (BK, 2.)
6. P(s)V—P(s) (AL, 5.)
7. = P(s) (BA, 3., 6.)
(Wdspr. 4., 7.)

Den klassischen Fall der Prédikationstheorie erhalten wir, wenn wir eine der beiden folgenden
Regeln setzen:

~=f(a) ~f(a)
bzw.
f(a) ~f(a)
Im klassischen Fall ist die Prédikationstheorie trivial, da —f(a) = ~f(a) gilt. In diesem Fall

benstigen wir aufler dieser Bisubjunktion nur die aussagenlogischen Regeln des Systems des
natiirlichen Schlieflens.

Ubungen:

1. Beweisen Sie folgende Theoreme:
T5. ~P(s) V ~—P(s)
T6. ~—P(s) V ~7P(s)
T7. 7P(s) D ~P(s)
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T8. = P(s) D ~7P(s)
T9. ~7P(s) D P(s) V —P(s)!

2. Zeigen Sie, dafl wir eine #quivalente Pridikationstheorie erhalten, wenn wir anstelle von
EiN die folgende Beseitigungsregel der inneren Negation (BiNN) setzen:

~f(a)
~f(a)

8.5 Axiomatischer Aufbau der nichttraditionellen Pridikationstheorie

Neben den Ergénzungen zum Alphabet und zur Formeldefinition fiigen wir zu einem wider-
spruchsfreien und vollstéindigen axiomatischen Aufbau der Aussagenlogik folgendes Axiomen-
schema hinzu:

Al. ~(f(a) A =f(a)), wobei a wieder eine Subjektvariable s oder eine Gruppe von Sub-
jektvariablen s, ..., s, und f entsprechend eine einstellige oder n-stellige Pridikatenvariable
ist.

Durch einfache aussagenlogische Umformungen erhalten wir folgende Theoremschemata:
T1. ~f(a)V~=f(a)

T2. fla) > ~f(@)

T3. f(a) > ~f(a)

Fiir das Axiomensystem gelten folgende Metatheoreme:

MT1. Das angegebene Axiomensystem der Pridikationstheorie ist widerspruchsfrei.

Beweis: Wir ersetzen — iiberall durch ~. Bei dieser Interpretation sind alle Axiome des Axio-
menschemas A1 Tautologien.

Fiir den Vollstindigkeitsbeweis benttigen wir folgendes Metatheorem:

MT?2. Eine Formel A ist in der nichttraditionellen Pridikationstheorie genau dann beweis-
bar, wenn die Formel K7 D (K3 D ... D (K,;, D A')...) in der Aussagenlogik beweisbar ist,
wobei wir die Bezeichnungen wie in M7T1 von Abschnitt 3 wihlen.

Wir beweisen zunichst den Satz: Wenn die Formel K; D (K D ... D (K, D A’)...) in der
Aussagenlogik beweisbar ist, so ist A in der Pridikationstheorie beweisbar. Da die Aussagenlo-
gik in der Préidikationstheorie enthalten ist, ist K1 O (K2 D ... D (K, D A’)...) in der Pradi-
kationstheorie beweisbar. Wir setzen in ihr entsprechend die Pridikatformeln fi(a),..., f.(a),
=fi(a), ..., fn(a) fiir die Aussagenvariablen p1,...,ppn, q1,-..,q, €in. Bei dieser Einsetzung
geht A" in A iiber, und alle Einsetzungen in K3, ..., K,, ergeben beweisbare Formeln, da sie alle
unter das Axiomenschema der Pridikationstheorie A7 fallen. Mit Hilfe der Abtrennungsregel
konnen wir die Einsetzungen in K1, ..., K,, also abtrennen und erhalten: A ist beweisbar.
Wir zeigen jetzt, dal gilt: Wenn A in der Pridikationstheorie beweisbar ist, so ist K; D
D (Ky D ... D (K, D A)...) in der Aussagenlogik beweisbar. Im Beweis dieses Satzes
unterscheiden wir mehrere Fille.
Erster Fall: Wenn A keine Prédikatformeln enthilt, d. h. eine aussagenlogische Formel ist, so
ist K3 D (KD ...D (K, DA)...) mit A identisch und beweisbar.

Zweiter Fall: Wenn A aus einem aussagenlogischen Theorem durch Einsetzung von Prédikat-
formeln mit Hilfe der Einsetzungsregel gewonnen wurde, so ist A eine Tautologie, folglich sind
auch A’ und K; D (K3 D ... D (K,, D A’)...) Tautologien, und auf Grund der Vollstéindigkeit
der Aussagenlogik ist K1 D (K D ... D (K,, D A’)...) beweisbar.

Dritter Fall: Unter den dritten Fall fallen alle Theoreme, in deren Beweis das Axiomenschema
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der Pridikationstheorie benutzt wird. Fiir diesen Fall fithren wir den Beweis induktiv.
Anfangsschritt: A ist ein Axiom der Priidikationstheorie. Dann hat die Formel K; D (K D
O...D (K, D>A)...) dieForm ~(p1Aq:) DO ~(p1Aq:) und ist in der Aussagenlogik beweisbar.
Im Induktionsschritt unterscheiden wir die beiden folgenden Fille:

1. A hat die Form B{a/C} und wurde mit Hilfe der Einsetzungsregel aus B gewonnen.

Nach Induktionsvoraussetzung ist dann B eine Tautologie, und K; D (Ky D ... D (K; D
D B')...) (I <m) ist in der Aussagenlogik beweisbar und eine Tautologie. Die beiden Fille,
daf @ nicht in B vorkommt und dal C' eine aussagenlogische Formel ist, sind trivial. Es bleibt
der Fall zu betrachten, dafl C' eine Pridikatformel ist. Hier unterscheiden wir zwei Teilfille:

1.1.Die zu C kontrare Pradikatformel kommt nicht in B vor.
1.2. Die zu C kontrare Pradikatformel kommt in B vor.

Im Falle 1.1. ist [ = m, und B{a/C}' unterscheidet sich von B’ nur dadurch, daf8 anstelle
von a eine andere Aussagenvariable steht, folglich ist K1 D (K3 D ... D (K, D A’)...) eine
Tautologie und in der Aussagenlogik beweisbar. Im Fall 1.2. ist [ # m, und es ist moglich, daf3
KD (KyD...D (K DA)...) keine Tautologie ist. Die Formel K; D (Ko D ... D (K, D
> A')...) erhalten wir auf folgende Weise aus der Formel K7 D (Ko D ... D (K; D B')...).
Die Formel C' moge fi(a) (bzw. —fi(a)) sein. Mit Hilfe des Theorems der Aussagenlogik
p D (g D p) erhalten wir aus K1 D (K3 D ... D (K; D B')...) die Formel ~(p; A ¢;) D (K1 D
D(KyD...D(K;D>B')...)),dh die Formel K; D (K; D (K D ... D (K; D B')...)). Mit
Hilfe des Gesetzes der Prémissenvertauschung p O (¢ D r) = ¢ D (p D r) erhalten wir daraus
Ky D (KyD...D (K, D B)...). In dieser Formel setzen wir fiir die Aussagenvariable a die
Aussagenvariable p; (bzw. ¢;) ein und erhalten K1 D (Ky D ... D (K,, D A)...)

2. A wird mit Hilfe der Abtrennungsregel aus den beiden Formeln B O A und B gewonnen.

Auf Grund der Induktionsvoraussetzung sind dann die beiden Formeln K;; O (... D (K D
OD(B' D A))...)(k<m)und K;1 D (... D (K;; D B')...) (Il < k) in der Aussagenlogik
beweisbar, wobei alle K ;; unter den K1, ..., K, vorkommen. Mit Hilfe des Deduktionstheorems
(vel. Ubung 1 zu diesem Abschnitt) erhalten wir daraus Ky O (... D (K, D A)...) (k > m).

Aus dieser Formel erhalten wir K7 O (... D (K, D A')...), indem wir in allen K;, die Aus-
sagenvariablen enthalten, die nicht in A’ vorkommen, fiir diese Aussagenvariablen eine Kontra-
diktion einsetzen. Damit werden diese K; Tautologien und sind auf Grund der semantischen
Vollsténdigkeit der Aussagenlogik beweisbar. Mit Hilfe des Gesetzes der Priamissenvertauschung
und der Abtrennungsregel konnen wir diese K; abtrennen, und wir erhalten:

Ky D(...D(Ky,>DA)...) ist in der Aussagenlogik beweisbar.
Aus MT2 und MT1 aus Abschnitt 3 ergibt sich folgendes Vollstéindigkeitstheorem:

MT3. Wenn eine Formel A eine Tautologie der Pridikationstheorie ist, so ist A in der nicht-
traditionellen Prédikationstheorie beweisbar.

Ubungen:

1. Formulieren Sie den Ableitungsbegriff (den Begriff des Beweises aus Annahmen) fiir die
Pridikationstheorie und beweisen Sie das Deduktionstheorem!

2. Beweisen Sie, dafl das System des natiirlichen Schlieens der Prédikationstheorie mit ihrem
axiomatischen Aufbau deduktiv dquivalent ist!

3. Beweisen Sie das Ersetzbarkeitstheorem fiir die Prédikationstheorie!
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8.6 Systeme der logischen Folgebeziehung fiir die Pridikationstheorie

Systeme der logischen Folgebeziehung fiir die Prédikationstheorie erhélt man, wenn man zu den
Axiomenschemata der allgemeinen Theorie der Folgebeziehung S° oder F¥ die beiden folgenden
Axiomenschemata hinzufiigt:

AL f(a) F ~—f(a)
A2, ~f(a)F ~f(a).

8.7 Semantische Tableaus fiir die Pradikationstheorie

Eine Darstellung der nichttraditionellen Prédikationstheorie als Kalkiil der semantischen Ta-
bleaus erhalten wir, wenn wir zu den aussagenlogischen Regeln aus Abschnitt 15 des vierten
Kapitels folgende Regeln zur Entwicklung der semantischen Tableaus fiir Formeln der nichttra-
ditionellen Prédikationstheorie hinzufiigen:

15. Regel der vorderen inneren Negation (ViN):

~f(a) ~f(a)
|
16. Regel der hinteren inneren Negation (HiN):
~f(a) ~f(a)
@l | 7@
Beispiele fiir eine Anwendung dieser Regeln:
f
1. P(s) A=Q(s) D ~—=P(s) A ~Q(s)
2. P(s) A=Q(s) ~=P(s) A~Q(s)
3. P(s)
—Q(s)
4. Q(s)
5. ~=P(s) ~Q(s)
6. —P(s)
7. Q(s)
8. P(s)
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Da alle Teiltableaus geschlossen sind, ist die Formel eine Tautologie der nichttraditionellen
Priadikationstheorie.

v f
L. ~=P(s) D P(s)
2. ~=P(s) P(s)
3. —P(s)
4. P(s) P(s)

Bei dieser Formel ist nur das linke Teiltableau geschlossen. Die Formel ist also keine Tautologie
der nichttraditionellen Pridikationstheorie.

Ubungen:
1. Formulieren Sie die beiden abgeleiteten Regeln zur Entwicklung der semantischen Tableaus

fiir das Unbestimmtheitszeichen:
17. Regel der vorderen Unbestimmtheit (VU):

7f(a)

18. Regel der hinteren Unbestimmitheit (HU):

7f(a)

2. Uberpriifen Sie mit Hilfe der Methode der semantischen Tableaus, welche der folgenden
Regeln giiltige Regeln der Folgebeziehung sind und welche nicht:

a) ~P(s) D Q(s) A ~Q(s) F P(s)

b) ~P(s) 2 Q(s) A~Q(s) - —P(s)
c) ~P(s) 5 Q(s) A ~Q(s) - ~P(s)
d) ~P(s) O Q(s) A~Q(s) - ~—P(s)
e) =P(s) O Q(s) AN ~Q(s) - P(s)

f) =P(s) 2 Q(s) A ~Q(s) - ~P(s)
g) ~P(s) D Qs) A ~Q(s) - ~P(s)

h) =P(s) 5 Q(s) A~Q(s) - ~=P(s)!
Welches Ergebnis erhalten wir, wenn wir in diesen Regeln die Formel Q(s) A ~Q(s) durch
die Formel Q(s) A =Q(s) ersetzen?
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8.8 Ein logisches Quadrat fiir die Pridikationstheorie

Wir treffen folgende Definitionen:

D1. ZweiFormeln A und B sind zueinander kontradiktorisch genau dann, wenn ~(AAB)
und AV B Tautologien sind.

D2. Zwei Formeln A und B sind zueinander kontrir genau dann, wenn ~(A A B) eine
Tautologie ist und A V B keine Tautologie ist.

D3. Eine Formel B ist gegeniiber einer Formel A subaltern genau dann, wenn A D B eine
Tautologie ist und B D A nicht.

D4. Zwei Formeln A und B sind zueinander subkontrir genau dann, wenn A V B eine
Tautologie ist und ~(A A B) nicht.

Wir betrachten nun, welche Formeln der nichttraditionellen Prédikationstheorie in den eben
definierten Beziehungen zueinander stehen.

Da ~(P(s) A =P(s)) eine Tautologie ist und P(s) V =P(s) nicht, sind P(s) und —P(s)
zueinander kontrir. Die Formeln P(s) und ~P(s), =P(s) und ~—P(s) sind jeweils zueinander
kontradiktorisch, da ~(P(s) A~P(s)), P(s)V~P(s), ~(=P(s) A~=P(s)) und =P(s)V~—P(s)
Tautologien sind.

Die Formel ~—P(s) ist gegeniiber P(s) und die Formel ~P(s) gegeniiber —P(s) subal-
tern, da P(s) D ~—=P(s) und —P(s) D ~P(s) Tautologien sind, wihrend es die Formeln
~=P(s) D P(s) und ~P(s) D —P(s) nicht sind.

Die Formeln ~—P(s) und ~P(s) sind zueinander subkontrir, da ~—P(s) V ~P(s) eine
Tautologie ist, wihrend ~(~—P(s) A ~P(s)) keine Tautologie ist.

Diese Beziehungen lassen sich graphisch durch das folgende logische Quadrat darstellen:

P(S) kontrér B P(S)

N Ve

/ N

S5 S0 o oc @»
=B I CE N o =

/ N

v
~ = P(S ) subkontrir ~P ( S )

Das logische Quadrat it sich zu einem logischen Hexagon erweitern. Wir nennen eine
Formel P(s) oder —P(s) bestimmt genau dann, wenn P(s) V —P(s) gilt, und wir nennen eine
Formel P(s) oder —P(s) unbestimmt genau dann, wenn ~—P(s) A ~P(s) gilt.
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Abschnitt 8.8 Logisches Quadrat

Die beiden Formeln P(s) V —P(s) und ~—P(s) A ~P(s) sind zueinander kontradiktorisch,
da ~((P(s) V =P(s)) A ~=P(s) AN ~P(s)) und P(s)V =P(s) V ~=P(s) A ~P(s) Tautologien
sind.

Die Formel P(s)V —P(s) ist gegeniiber den beiden Formeln P(s) und —P(s) subaltern. Die
beiden Formeln ~—P(s) und ~P(s) sind gegeniiber der Formel ~—P(s) A ~P(s) subaltern.

Wir fassen das Ergebnis im folgenden logischen Hexagon zusammen:

bestimmt

P(s)v - P(s)

P(S) konhtrir 7 P(S)

l
T
N | /
N | /
N /

S N | / S
u N | 7 u
\ /

b N I / b
a N\ N | p 7 a
| kontragiktorisch [
t 71N\ t
/ AN
e p | N e
r / | \ r
n 7 | h n
/ N
/ | N
/ | N
) / | \

subkontrir

~P(s)

l

J
=
N

~P(s)n ~P(s)

unbestimmt
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9. Kapitel
Semantische Regeln und axiomatischer Aufbau
der klassischen Quantorenlogik

9.1 Aussagen mit Quantoren

Quantorenlogik oder Pradikatenlogik nennt man den Bereich der Logik, in dem die Eigen-
schaften der Quantoren .alle“ und ,einige“ betrachtet werden. Da die Quantoren logische
Operatoren sind, die sich auf Termini in Aussagen beziehen, mufl man dabei auch die Gliede-
rung einfacher Aussagen in Subjekte und Pridikate beriicksichtigen. Deshalb werden in der
Quantorenlogik gleichzeitig die Eigenschaften einfacher Aussagen untersucht.

Die Bezeichnung Prdidikatenlogik ist historisch bedingt. Wir halten die Bezeichnung Quanto-
renlogik oder Quantorentheorie fiir passender. Trotzdem verwenden wir beide Bezeichnungen,
da der Terminus ,,Pridikatenlogik“ in der Literatur weit verbreitet ist.

Eine Quantorentheorie, in der nicht zwischen den zwei Formen der Negation unterschieden
wird (und in der es folglich nicht méglich ist, den Operator der Unbestimmtheit einzufiihren),
nennen wir klassischen Fall der Quantorentheorie. Eine Quantorentheorie, in der die beiden
Arten der Negation unterschieden werden und in der der Operator der Unbestimmtheit vor-
kommt, nennen wir hingegen nichtklassischen Fall der Quantorentheorie. Der nichtklassische
Fall ist allgemeiner als der klassische.

AuBerdem unterscheiden wir zwischen einer traditionellen und einer nichttraditionellen Quan-
torentheorie. Eine traditionelle Quantorentheorie enthélt nur den klassischen Fall der Quantor-
entheorie und nur die traditionelle Pridikationstheorie. Eine nichttraditionelle Quantorentheo-
rie enthélt sowohl den klassischen als auch den nichtklassischen Fall. Auferdem baut sie auf
der nichttraditionellen Pridikationstheorie auf. Dies wirkt sich wesentlich auf die semantischen
Regeln fiir Quantoren aus. Wir betrachten vorwiegend die traditionelle Quantorentheorie. Im
wesentlichen ist dies eine Darstellung des klassischen Prédikatenkalkiils. Im Vergleich zu der
iiblichen Darstellungsweise modifizieren wir aber die Darstellung des klassischen Pridikaten-
kalkiils in einigen wesentlichen Punkten. Unseres Erachtens erleichtert dies ein Versténdnis
dieses komplizierten Bereiches der Logik. Eine nichttraditionelle Quantorentheorie ist in Sino-
wjew/Wessel 1975 dargestellt.

Wir betrachten einige Beispiele fiir Aussagen mit Quantoren:

1. ,Einige Studenten haben ihre Priifung ausgezeichnet abgelegt.

2. ,Alle geraden Zahlen sind ohne Rest durch 2 teilbar.“

3. ,Einige moderne Flugzeuge iibertreffen alle Flugzeuge des Zweiten Weltkrieges in der
Geschwindigkeit und beziiglich der Nutzlast. ¢

Wir sehen an diesen Beispielen, dafi die Quantoren in realen Sétzen verschieden angeordnet
sein kénnen. In der Logik kann man jedoch verallgemeinerte Schemata konstruieren, auf die
diese Sétze auf diese oder jene Weise reduziert werden kénnen.

Den Quantor ,alle“ nennt man Allquantor, Universalquantor oder Generalisator und stellt
ihn gewthnlich durch das Symbol V dar. Den Quantor ,einige“ nennt man FEzistenzquantor,
Einsquantor oder Partikularisator und stellt ihn durch das Symbol 3 dar. Aussagen mit Quan-
toren stellt man durch Symbole der Art VaP(a), Va3bP(a,b), JaA, VaA usw. dar, wobei die
Ausdriicke Va und Ja bedeuten, dafl sich die Quantoren V und 3 auf den Terminus a beziehen,

171
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wéhrend P(a), P(a,b), A ... Aussagen sind. Diese Symbole liest man in der angegebenen
Reihenfolge als: ,Fiir alle a, P(a)“, ,Fiir alle a gibt es ein b derart, dafi P(a,b)“, ,FEinige a
sind derart, dafl A“ (oder ,Es existiert ein a derart, dafi A*), ,Alle a sind derart, dafl A* (oder
HEir alle a gilt, daBl A“).

Die oben angefiihrten Sétze nehmen nach diesen Schemata folgende Form an:

1. ,Einige Studenten sind derart, daf der Student die Priifung ausgezeichnet abgelegt hat“
(oder ,Es gibt einen Studenten derart, dal der Student die Priifung ausgezeichnet abgelegt
hat. “);

2'. ,Fiir alle geraden Zahlen gilt, daf3 gerade Zahlen ohne Rest durch 2 teilbar sind*;

3. ,Einige moderne Flugzeuge sind derart, dal fiir alle Flugzeuge des zweiten Weltkrieges
gilt: Ein modernes Flugzeug iibertrifft ein Flugzeug des Zweiten Weltkrieges in der
Geschwindigkeit und beziiglich der Nutzlast“.

Quantoren kénnen sich nicht nur auf die Subjekte von Aussagen beziehen, sondern auch auf
die Pradikate. Wir betrachten aber nur Aussagen, in denen sich die Quantoren auf Subjekte be-
ziehen, da sich die Fille, in denen sich die Quantoren auf Pradikate beziehen, unseres Erachtens
auf eine Quantifikation von Subjekten zuriickfiihren lassen. In allen unseren Beispielsétzen und
Schemata beziehen sich die Quantoren nur auf Subjekte. Eine Besonderheit der klassischen
Quantorenlogik besteht darin, daBl in der ihr implizit zugrundeliegenden Prédikationstheorie
als Subjekttermini in einfachen Aussagen nur individuelle Subjekttermini zugelassen werden.
Allgemeine Subjekttermini werden als Pridikattermini angesehen bzw. in solche verwandelt.
In der traditionellen Priidikationstheorie werden also nur einfache Aussagen der Form P(a),
Q(a1,...,ay) betrachtet, in denen a, ay, . .., a, individuelle Subjekttermini sind. Als Variablen
fir individuelle Subjekttermini (oder Individuenkonstanten) fithren wir z, y, 2, =1, y1, 21 ...
als Individuenvariablen ein. In der klassischen Quantorentheorie beziehen sich die Quantoren
V und 3 nur auf Individuenvariablen. Um die oben betrachteten Aussagen mit Quantoren 1-3
der Umgangssprache in der Sprache der klassischen Quantorentheorie wiedergeben zu kénnen,
mufl man sie deshalb in folgende ziemlich umsténdliche Form bringen:

1”. Einige Gegensténde (Individuen) sind derart, dafl sie Studenten sind und ihre Priifung
ausgezeichnet abgelegt haben*;

2", JFiir alle Gegenstéinde (Individuen) gilt: Wenn sie gerade Zahlen sind, so sind sie ohne
Rest durch 2 teilbar;

3". ,Einige Gegensténde (Individuen) sind derart, daf} sie moderne Flugzeuge sind und daf fiir
alle Gegenstédnde gilt: Wenn sie Flugzeuge des Zweiten Weltkrieges sind, so werden sie von
ihnen in der Geschwindigkeit und beziiglich der Nutzlast iibertroffen®.

In der Symbolik der klassischen Quantorentheorie haben diese Aussagen folgende logische Struk-
tur:

dz(Pi(z) A Po(z))
V(P (z) D Py(z))
3x(Py(x) AVy(Pa(y) D Q(z,y))).

Die Fi#higkeit, in Aussagen die in diesem Bereich der Logik beschriebene Struktur aufzu-
finden, ist eine Bedingung fiir die Anwendung der in diesem Bereich der Logik aufgestellten
Regeln. Dies geschieht aber nicht nach logischen Regeln, sondern ist eine auflerlogische Er-
scheinung. Der Leser kann sich leicht davon iiberzeugen, daf} sich diese Fihigkeit sehr schnell
herausbildet, wenn er einige Ubungen durchfiihrt.
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Neben den Quantoren V und 3 werden auch noch andere Quantoren verwendet, beispielsweise
solche wie ,die Mehrheit®, ,die Minderheit®, ,die Halfte“, ,ein%, ,zwei“. In der traditionellen
Quantorentheorie werden jedoch vorwiegend die Quantoren V und 3 betrachtet.

Die logischen Regeln fiir Aussagen mit den Quantoren ¥V und 3 werden vor allem mit Hilfe
von formalen Systemen aufgestellt, die man klassische Prédikatenkalkiile nennt. Hier méchten
wir auf einen allgemeinen Zug solcher Systeme verwiesen: Ein klassischer Pridikatenkalkiil wird
durch Hinzufiigen von Symbolen, Definitionen, Axiomen und Schlufiregeln, die den Aufbau von
Aussagen mit Quantoren beriicksichtigen, zu einem klassischen Aussagenkalkiil aufgebaut. Wel-
che Form ein klassischer Pridikatenkalkiil also auch haben mag, es gilt immer die Behauptung;:
Wenn eine Formel ein Theorem im klassischen Aussagenkalkiil ist, so ist sie auch ein Theorem
im klassischen Pradikatenkalkiil mit den entsprechenden logischen Operatoren.

Ubungen:

Ermitteln Sie die logische Struktur folgender Aussagen in der Symbolik der klassischen Quan-
torentheorie:

Klaus und Anton sind Briider.

Alle Menschen sind sterblich.

Einige Menschen sind sterblich.

Kein Mensch ist sterblich.

Einige Menschen sind nicht sterblich.
Nicht alle Menschen sind sterblich.
Alle Menschen sind nicht sterblich.
Kein Mensch ist nicht sterblich.

RN OO W

9.2 Die Sprache der klassischen Quantorenlogik

Zu einem gegebenen Alphabet der klassischen Aussagenlogik werden folgende Symbole hinzu-

gefiigt:

1. x, 9, 2z, 1, 1, 215 .- - Individuenvariablen;
2. P,Q, R, P, Q, Ry, ... -Préadikatenvariablen;
3. V, 3 - die Quantoren ,alle* und ,einige“.

Man unterscheidet Priadikatenvariablen nach der Stellenzahl in einstellige, zweistellige, dreistel-
lige ..., allgemein n-stellige. In der folgenden Definition realisieren wir das durch einen oberen
Index. Im weiteren verwenden wir keine besonderen Bezeichnungen fiir die Stellenzahl von
Pradikatenvariablen, da wir voraussetzen, dafl die verwendeten Formeln richtig gebildet sind
und sich damit die Stellenzahl der Prédikatvariablen aus ihrer Stellung in einer Formel ergibt.
Wenn es notwendig ist, die Stellenzahl von Pradikatvariablen gesondert anzugeben, so sagen wir
das mit gewthnlichen Worten. Fiir n-stellige Priadikatenvariablen kénnen in der Anwendung
der Quantorenlogik beim logischen Schlieflen beliebige n-stellige Prédikate eingesetzt werden.

D1. Pridikatformel: f1(i) und f"(iy,...,%,), wobei n. > 2, sind Pridikatformeln genau
dann, wenn f! eine einstellige, f* eine n-stellige Pridikatenvariable und ¢, i1, . . . , 4, Individu-
envariablen sind.

Wir setzen eine Aussagenlogik mit den Operatoren ~, A, V, D, =, | und { voraus und definieren:
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D2. Quantorenlogische Formel:

1. Alleinstehende Aussagenvariablen und Prédikatformeln sind quantorenlogische Formeln.

2. Wenn A eine quantorenlogische Formel ist, so ist ~A eine quantorenlogische Formel.

3. Wenn A eine quantorenlogische Formel und ¢ eine Individuenvariable ist, so sind ViA und
JiA quantorenlogische Formeln.

4. Wenn A und B quantorenlogische Formeln sind, so sind auch (A A B), (AV B), (A D B),
(A= B), (A| B) und (A1 B) quantorenlogische Formeln.

5. Eine quantorenlogische Formel liegt nur vor, wenn es auf Grund von 1-4 der Fall ist.

D3. Wirkungsbereich eines Quantors Vi bzw. 3¢ nennen wir die unmittelbar auf Vi bzw.
i folgende Formel.

D4. Ein Vorkommen einer Individuenvariablen 7 in einer Formel A ist gebunden genau
dann, wenn es unmittelbar auf ¥V oder 3 folgt oder wenn es sich im Wirkungsbereich von Vi
oder Ji befindet.

D5. Ein Vorkommen einer Individuenvariablen ¢ in einer Formel A ist frei genau dann, wenn
es nicht gebunden ist.

So kommt die Variable x in den Formeln VxP(z), VzQ(z,y), Vz(p D P(z)), VzP(y) gebunden
und in P(z), Q(z,y), Yy(p O P(x)) frei vor. In (P(z) D Va~(p D Q(y,z)) ist das erste
Vorkommen von z ein freies, das zweite und dritte sind gebundene Vorkommen, und ¢y kommt
frei vor. Der Ausdruck ,die Variable i hat keine gebundenen Vorkommen in A (kommt in A
nicht gebunden vor)“ bedeutet, daf ¢ entweder tiberhaupt nicht in A vorkommt oder aber, daf
alle Vorkommen von i in A freie Vorkommen sind. Der Ausdruck ,die Variable ¢ hat keine
freien Vorkommen in A (kommt in A nicht frei vor)“ bedeutet, daf i entweder iiberhaupt nicht
in A vorkommt oder aber, daf alle Vorkommen von 7 in A gebundene Vorkommen sind.

Wir treffen die gleichen Konventionen beziiglich der Klammereinsparungen wie in der Aus-
sagenlogik und vereinbaren, dafl die Quantoren die gleiche Bindungsstéirke wie das Negations-
zeichen besitzen. Wie in der Aussagenlogik gestattet uns die Formeldefinition einerseits, aus
einfachen Formeln komplizierte aufzubauen. Andererseits gestattet uns die Formeldefinition
von einer beliebigen gegebenen Zeichenreihe zu entscheiden, ob sie eine Formel ist oder nicht.

Ubungen:

1. Bilden Sie eine quantorenlogische Formel, die aus mindestens 20 Grundzeichen besteht!
Benutzen Sie dabei mindestens einmal jeden der Punkte 1-4 der Formeldefinition!

2. Priifen Sie, welche der folgenden Zeichenreihen quantorenlogische Formeln sind und welche
nicht! Beriicksichtigen Sie dabei nicht die Konventionen beziiglich der Klammereinsparun-
gen!

a) qV P(x)

b) (Yy D JzP(z))

¢) (JzP(y) = VaQ(z))

d) (P(y) AQ(x)) V (p D VoP(x))

e) (((g > VzR(z,y)) AN(P(y) vV Q(z))) O p)

3. Priifen Sie, welche der Ausdriicke a-e aus Ubung 2 bei Beriicksichtigung unserer Festlegun-
gen iiber Klammereinsparungen quantorenlogische Formeln sind!

4. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Zeichenreihen quantorenlogische Formeln nach D2 sind!

- (Vzp D Vyq)
- p D (VxP(x) D VyP(y))
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- (Va(P(x) | Q(z)) V (Vy(P(y) O R(y)) D Qy)))

- Vedy(P(z) O (32R(z,y) O Q(z,y)))

- (Q(z) D VxP(z) AN R(x))

Wieviel Grundzeichen enthélt der kiirzeste quantorenlogische Ausdruck, in dem jeder Punkt
der Formeldefinition D2 mindestens einmal zur Anwendung kommt?

Wieviel verschiedene quantorenlogische Formeln lassen sich aus den folgenden Zeichen und
Zeichenkombinationen bilden? Jedes der angegebenen Zeichen soll dabei genau einmal in
jeder Formel vorkommen.

A, Vo, P(z), Q(x), 2, (,)-

Kennzeichnen Sie in den folgenden quantorenlogischen Formeln die Wirkungsbereiche
der Quantoren sowie die freien und gebundenen Vorkommen der Individuenvariablen!
Berticksichtigen Sie dabei die Festlegungen iiber Klammereinsparungen!

- VaIyP(z,y) A Q(z,y) D FzR(z,y)

- P(z) > Vy(P(y) > P(x))

- Vo P(z) AVzQ(x) D FyQ(y) A P(x)

- Fe(p A Fx(P(z,y) D VyQ(a,y)) D pAQ(z,2))

Ergiinzen Sie das Alphabet der Aussagenlogik aus Ubung 11 des Abschnitts 2 des vierten
Kapitels durch Individuenvariablen, Pridikatenvariablen, Klammern (fiir Prédikatformeln)
und die beiden Quantoren II (entspricht V) und ¥ (entspricht 3), und formulieren Sie die
quantorenlogische Formeldefinition fiir die Lukasiewiczsche klammerfreie Schreibweise!
Definieren Sie fiir die Formelsprache aus Ubung 8 die Ausdriicke ,,Wirkungsbereich eines
Quantors“, ,gebundenes Vorkommen einer Individuenvariablen* sowie ,freies Vorkommen
einer Individuenvariablen “!

Uberpriifen Sie, welche der folgenden Zeichenreihen Formeln nach der Definition von
Lukasiewicz sind! Ubersetzen Sie die korrekten Ausdriicke in die iibliche Peano-Russellsche
Schreibweise!

- HaXyP(z,y)X2Q(x, 2)

- CKllzP(2)1zQ(x)[lz K P(x)Q(x)

- Nz Ally P(z)Q(y)Cllz P(z)XyQ(y)

- CllzXyKP(z,y)X2CP(z,y)Q(z,v)

- HallyllzCK P(z,y)P(y, z) P(z, 2)

Ubersetzen Sie die folgenden Formeln in die klammerfreie Schreibweise von Lukasiewicz!

- p D JzP(x)

- Va(P(z) D P(z))

- Va(P(z) D Q(z)) D (VaP(z) D VaQ(x))

- (~Va(P(2)AQ(2)V (Va P (@) A2 Q(@))) A(~Va P(2)V Va2 Q(@)) VWan (P(z) S ~Q(x))
Russell und Whitehead fiithren in ihrer , Principia Mathematica“ den Begriff der ,formalen
Implikation“ ein. Die formale Implikation ,P(z) D, Q(z)“ wird gelesen als fiir alle z,
wenn P(z), so Q(x)“ und ,P(x,y) Dy Qz,y)* als fiir alle z und fiir alle y, wenn P(z,y),
so Q(z,y)*“. Diese formalen Ausdriicke werden auch ,binire Quantoren® genannt. Die
durch die folgenden Definitionen eingefiihrten bindren Quantoren erméglichen eine starke
Vereinfachung der iiblichen Formelsprache.

D1. (A Dajagas...an B) =Def YaVasVas . . Van(A D B), n=12,3...
D2. (A =4 0005...an B) =pes Ya1VasVas .. Va,(A=B), n=1,2,3...
D3. (A |, B) =per Va(A | B)
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Vereinfachen Sie unter Benutzung der Definitionen 1-3 die folgenden Formeln!
- Va((P(z) D Q(x)) = (~P(z) vV Q(x)))

- Va(P(z) D Qz)) D (VaP(z) D VzQ(x))

- VzP(z) D Vz(Q(x) D P(x))

- Ve ((P2) | Q=) | (Q(z) | P(x)))

- VaVyVz(P(z) = Q(y) D P(z) D R(2))

13. Fiigen Sie zur Sprache der klassischen Aussagenlogik die in D8 (Aufgabe 12) eingefiihrte
formale Negatadjunktion als einzigen quantorenlogischen Grundoperator hinzu, und defi-
nieren Sie die folgenden Ausdriicke!

- VaA
- JaA
- Ya(A D B)
- Ya(A = B)
- Ja(A D B)
- da(A = B)

9.3 Semantische Regeln der klassischen Quantorentheorie

Ein Grundbegriff der traditionellen Quantorentheorie ist der Begriff des Wertbereichs der In-
dividuenvariablen.

Der Ausdruck ,,Wertbereich der Individuenvariablen“ wird in zwei verschiedenen Bedeutun-
gen verwendet. Erstens meint man hierbei eine Interpretation der Symbole eines formalen
Systems (im vorliegenden Fall des Prédikatenkalkiils), bei der die Individuenvariablen als Ob-
jekte betrachtet werden, fiir die Subjekttermini eingesetzt werden (oder als Leerstellen fiir
Subjektermini angesehen werden). Diese Auffassung charakterisiert aber nicht die Spezifik der
traditionellen Quantorentheorie. Sie ist nur ein Spezialfall fiir die Verwendung formaler Systeme
beim Aufbau einer logischen Theorie. Charakteristisch fiir die traditionelle Quantorentheorie
ist die zweite Bedeutung des Ausdrucks ,,Wertbereich der Individuenvariablen“. Wir betrach-
ten Sie etwas ausfiihrlicher. Um die erwiihnte Zweideutigkeit zu vermeiden, verwenden wir in
dem Fall den Ausdruck ,formaler Wertbereich der Individuenvariablen“.

Es wird eine Menge von Objekten angegeben, die als Individuen aus dem formalen Wertbe-
reich der Individuenvariablen angesehen werden. Die Menge dieser Individuen ist der formale
Wertbereich der Individuenvariablen. Diese Objekte werden mit dem Ziel angegeben, dafi sie in
Prédikatformeln fiir die Individuenvariablen eingesetzt werden konnen. Es sind dies also Sym-
bole, die unter dem Gesichtspunkt des Operierens mit ihnen den Variablensymbolen #hnlich
sind. Man wéhlt dabei besondere Buchstaben mit oder ohne Indizes und behauptet von ihnen,
daf} sie Individuen aus dem formalen Wertbereich der Individuenvariablen sind. Gewdohnlich
verwendet man fiir diese Zwecke die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,4 ...

Weiter wird vorausgesetzt, daf3 der formale Wertbereich der Individuenvariablen nicht leer
ist. Hinzu kommt noch die Annahme, daf3 die formalen Wertebereiche der Individuenvariablen
gleich sind, d. h., alle in Formeln einer bestimmten Formelklasse vorkommenden Individuenva-
riablen nehmen Werte aus ein und demselben formalen Wertbereich an. In den Fillen, wo man
von einem beliebigen Individuenbereich spricht, bedeutet dies keineswegs, dafi dieser Bereich
nicht angegeben wird. Dabei wird vielmehr ein beliebiger gegebener Individuenbereich (oder
jeder beliebige Individuenbereich) vorausgesetzt. Da die logischen Regeln fiir einen beliebigen
nicht leeren formalen Individuenbereich aufgestellt werden, hat die Art der Individuen keine
Bedeutung, wichtig ist nur ihre Anzahl.
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Wir fithren weiter den Begriff ,formaler Wertbereich einer Prédikatformel beziiglich der
Individuenvariablen“ ein. Der Kiirze halber verwenden wir den Ausdruck ,,Wertbereich einer
Pradikatformel “. Den Wertbereich einer Prédikatformel f(iy,...,4,), wobei n > 1, bilden alle
moglichen Ausdriicke der Form f(kq,...,k;,), wobei ki, ..., k, Individuen aus dem Wertbereich
der Individuenvariablen sind (nicht unbedingt paarweise verschieden).

Wir betrachten das Gesagte an Beispielen. Nehmen wir die Prédikatformel P(z). Wenn der
Wertbereich der Individuenvariablen aus den beiden Individuen k; und k9 besteht, so bilden die
beiden Ausdriicke P(k;) und P(k2) den Wertbereich der angegebenen Pridikatformel. Wenn die
natiirlichen Zahlen den Wertbereich der Individuenvariablen bilden, so besteht der Wertbereich
der Pradikatformel P(z) aus den Ausdriicken P(1), P(2), P(3), P(4) ... usw.

Betrachten wir weiter die Formel Q(z1,x2). Wenn die Symbole k; und ko den Wertbereich
der Individuenvariablen bilden, so besteht der Wertbereich der Formel Q(x1,z2) aus den Aus-
driicken Q(k1, k1), Q(k1, ks), Q(ka, k1), Q(ko, k2). Bilden hingegen die natiirlichen Zahlen den
Wertbereich der Individuenvariablen, so bilden den Wertbereich von Q(z1,z5) alle moglichen
Ausdriicke Q(mq,ms), wobei my =1,2... und my =1,2...

Ausdriicke der Form Q(ky,...,k,) sind Elemente aus dem Wertbereich von Q(x1,...,z,).
Man kann sie zu den quantorenlogischen Formeln rechnen, wenn man deren Definition ent-
sprechend ergéinzt. Auch wir verfahren so: Wenn A ein Element aus dem Wertbereich der
Priadikatformel B ist, so ist A eine quantorenlogische Formel. Jetzt kann man auch sinnvol-
lerweise den Ausdruck ,Formel aus dem Wertbereich von A* (wobei A eine quantorenlogische
Formel ist) verwenden.

Wir dehnen den Begriff des Wertbereichs auf beliebige quantorenlogische Formeln aus. An-

genommen, A sei eine Formel, und iy,...,7, (n > 0) seien alle frei in ihr vorkommenden
Individuenvariablen. Der Ausdruck A{ii,...,4,/k1,...,k,} moge die Formel sein, die aus A
durch Ersetzen aller freien Vorkommen jeder Individuenvariablen ¢; (j = 1,...,n) in A durch

ein Individuum k; aus dem Wertbereich der Individuenvariablen U (oder aus einem gegebenen
Individuenbereich U) gebildet wird.

» Wertbereich von A“ nennen wir die Menge aller méglichen Formeln A{iy, ... i, /ki,... kn},
wobei ki, ..., k, Individuen aus einem gegebenen Bereich U sind.

Wir wihlen jetzt folgende semantische Regeln:

RS1. Den Formeln aus dem Wertbereich einer Prédikatformel werden Werte genauso wie
den Aussagenvariablen zugeschrieben. Dabei sind zwei Elemente aus dem Wertbereich einer
gegebenen Pridikatformel genau dann verschieden, wenn sie sich graphisch unterscheiden.

RS2. Eine Formel ViA hat fiir einen gegebenen Wertkomplex ihrer freien Variablen in dem
Individuenbereich U den Wert v, wenn die Formel A{i/k} bei dem gleichen Wertkomplex
ihrer freien Variablen fiir jedes beliebige Individuum & aus dem Bereich U den Wert v hat.

RS3. Eine Formel JiA ist dquivalent mit der Formel ~Vi~ A.

D1. Eine Formel A ist eine Tautologie im Individuenbereich U (ist U-giiltig) genau
dann, wenn alle Formeln aus dem Wertbereich von A den Wert v haben.

D2. Eine Formel A ist eine Tautologie (ist allgemeingiiltig) genau dann, wenn sie in
jedem nicht leeren Individuenbereich eine Tautologie ist.

D3. Eine Formel A ist in einem Individuenbereich U erfiillbar genau dann, wenn min-
destens eine der Formeln aus dem Wertbereich von A den Wert v annehmen kann.

D4. Eine Formel A ist erfiillbar genau dann, wenn sie in mindestens einem nicht leeren
Individuenbereich erfiillbar ist.

D5. Eine Formel A ist eine Kontradiktion in einem Individuenbereich U genau dann,
wenn alle Formeln aus dem Wertbereich von A den Wert f haben.
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D6. Eine Formel A ist eine Kontradiktion genau dann, wenn sie in jedem nicht leeren
Individuenbereich eine Kontradiktion ist.

D7. Eine Formel A ist logisch indeterminiert genau dann, wenn sie keine Tautologie und
keine Kontradiktion ist.

D8. Eine Formel B folgt semantisch aus den Formeln Aj,..., A, (n > 1) (symbolisch:
Ay, ..., A, E B) genau dann, wenn folgende Abhéngigkeit gilt: wenn A1 = v,..., A, = v, so
B =w.

Aus den gegebenen Definitionen ergeben sich unmittelbar folgende Metatheoreme:

MT1. Wenn eine Formel A keine Tautologie ist, so ist ~A erfiillbar.
MT2. Wenn ~A eine Tautologie ist, so ist A eine Kontradiktion.

Wir fithren einige Beispiele an. Zunéichst betrachten wir die Pradikatformel (Q(z;,z3). Den
Wertbereich der Individuenvariablen mégen Zahlen 1, 2, und 3 bilden. Die folgenden Ausdriicke
bilden den Wertbereich der Formel Q(z1, z3):

Q(171)7 Q(172)’ Q(]"S)?

Q(2’1)7 Q<2’2)7 Q(273)?

Q3,1), Q3,2), Q3,3).
Da man jedem der (i, k) nach der Regel RSI den Wert v zuschreiben kann, ist Q(z1, )
erfiillbar.

Betrachten wir jetzt die Formel Q(x1,z2) V ~Q(x1,z3). Angenommen, U sei ein beliebiger
Individuenbereich, und k; und ks seien beliebige (nicht unbedingt verschiedene) Individuen aus
diesem Bereich. In diesem Falle ist Q(k1, ko) eine beliebige Formel aus dem Wertbereich der
Formel Q(z1,z2), und Q(ky, ko) V ~Q(k1, k2) ist eine beliebige Formel aus dem Wertbereich der
betrachteten Formel. Da jedes Q(ky, ko) V ~Q(k1, k2) den Wert v hat, ist Q(x1, xo) V ~Q(z1, x2)
eine Tautologie.

Betrachten wir die Formel VzVao( P(z1) D P(x2)). In einem Individuenbereich U mit nur
einem Individuum 1 ist sie eine Tautologie (sie ist 1-giiltig), da P(1) D P(1) die einzige Formel
aus ihrem Wertbereich und eine Tautologie ist. In einem Bereich U mit zwei Individuen k; und
ks ist sie keine Tautologie (sie ist nicht 2-giiltig), da die Formeln P(k;) D P(ks), P(ks) D P(k;)
aus ihrem Wertbereich keine Tautologien sind. Folglich ist auch Vx Vzs(P(z1) D P(xs)) keine
Tautologie.

Die Formel Jz3y(P(x) A ~P(y)) ist beispielsweise in einem Individuenbereich mit zwei In-
dividuen erfiillbar, da P(1) A ~P(0) den Wert v annehmen kann, wihrend sie in einem Be-
reich mit nur einem Individuum nicht erfiillbar ist, da P(0) A ~P(0) immer den Wert f hat.
Es gibt auch Formeln, die in einem unendlichen Bereich erfiillbar sind, aber in jedem end-
lichen Bereich unerfiillbar. Eine solche Formel ist beispielsweise Va3yQ(z,y) A Ve~Q(x,z) A
AV z(Q(x, y) ANQ(y, z) D Q(z, z)). Diese Formel ist etwa im Bereich der natiirlichen Zahlen
erfiillbar, wenn wir Q(z, y) als das Préidikat .z ist kleiner als ¢ “ deuten. In jedem endlichen Zah-
lenbereich nimmt hingegen eines der Konjunktionsglieder den Wert f an. Fiir jeden endlichen
Bereich ist die klassische Quantorenlogik entscheidbar. Wenn der Individuenbereich n Individu-
en enthiilt, so konnen wir eine Formel Va P(z) als eine Konjunktion P(1)AP(2)A...AP(n) und
eine Formel Jz P(x) als eine Adjunktion P(1)V P(2) V...V P(n) auffassen. Von diesen Formeln
kann man mit Hilfe der iiblichen Wahrheitstabellen feststellen, ob sie Tautologien, Kontradik-
tionen oder logisch indeterminierte Formeln sind. Wenn der Individuenbereich unendlich ist,
so gibt es hingegen kein allgemeines Entscheidungsverfahren.

Aufgabe der klassischen Quantorenlogik ist es, die allgemeingiiltigen quantorenlogischen For-
meln zu untersuchen. Die oben angegebenen Definitionen und Regeln gestatten es aber nicht,
nach einem allgemeinen Verfahren fiir eine beliebige Formel der Quantorenlogik zu entscheiden,
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ob sie eine quantorenlogische Tautologie ist oder nicht. Fiir die klassische Quantorenlogik gibt
es (im Unterschied zur Aussagenlogik) kein allgemeines Entscheidungsverfahren. Deshalb ist
hier ein axiomatischer oder regellogischer Aufbau (wieder im Unterschied zur Aussagenlogik)
erforderlich.

Doch zun#ichst wenden wir uns einem Entscheidungsverfahren fiir einen Teil der klassischen
Quantorenlogik zu.

Ubung:

Gegeben sei ein Individuenbereich U, bestehend aus den natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, 10 und die Pridikate P;(ay,as) (a1 ist teilbar durch as®) und Ps(aq,as) (,a; ist kleiner
gleich as“). Benutzen Sie die semantischen Regeln aus Abschnitt 3, und bestimmen Sie, welche
Werte die folgenden Formeln in dem gegebenen Individuenbereich annehmen!

- Pl(x7y)

- VmEIyPl(x,y)

- Ve Py(z, 1)

- VP (z,2)

- dz(Py(z,2) A P1(2,z))
- P2<337y)

- PQ(CE, 10)

- VaPy(z,10)

- VacElyPQ(y, I)

- VacEIyPQ(x,y)

- Pi(z,y) A Pi(2,2) Days P(2,y)

9.4 Venn-Diagramme

Den Teil der Quantorenlogik, der von den Prédikatenvariablen nur einstellige enthélt, nennen
wir einstellige Quantorenlogik. Sie ist entscheidbar. Fiir diesen Teil der Quantorenlogik gibt
es verschiedene Entscheidungsverfahren. Wir stellen zunéchst dar, wie wir mit Hilfe der soge-
nannten Venn-Diagramme Formeln der einstelligen Quantorenlogik iiberpriifen kénnen. Diese
Diagramme wurden nach dem englischen Logiker J. Venn (1834-1923) benannt. Wir schil-
dern hier ein Verfahren, das in den methodischen Grundgedanken auf den Venn-Diagrammen
aufbaut (Borkowski 1961). Mit Hilfe dieses Verfahrens kann jede Formel A der einstelligen
Quantorenlogik iiberpriift werden, die die folgende Bedingung B erfiillt: Wenn eine Teilformel
der Formel A die Form ViA; oder 3iA; hat, enthilt A; keine Teilformel der Form Vj A, oder
37 A, derart, dafl 7+ und j verschieden sind, aber sowohl 7 als auch j frei in Ay vorkommen.

Die beiden folgenden Formeln erfiillen beispielsweise nicht die Bedingung B:

Vay(P(z) O Qy)), WVz(P(x) D Qy)).

Alle Formeln der einstelligen Quantorenlogik, die die Bedingung B nicht erfiillen, kénnen jedoch
durch #dquivalente Umformungen in Formeln iiberfithrt werden, die die Bedingung B erfiillen.
Den angegebenen Formeln sind beispielsweise die folgenden beiden dquivalent:

Va(P(z) O FyQ(y)), Jy(FzP(x) > Qy)).

Mit Hilfe solcher &dquivalenter Umformungen und des hier dargestellten Verfahrens kénnen also
alle Formeln der einstelligen Quantorenlogik iiberpriift werden. Aus Griinden der Einfachheit
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betrachten wir nur Formeln, die die Bedingung B erfiillen. GeméB den theoretischen Grundan-
nahmen der klassischen Quantorenlogik teilt jedes Pridikat die Gegenstéinde eines beliebigen
gegebenen Individuenbereiches in zwei Mengen ein, in die Menge der Gegenstéinde, die dieses
Prédikat erfiillen, und in die Menge der Gegensténde, die dieses Pridikat nicht erfiillen. Fiir
ein gegebenes Pridikat P wollen wir die Menge der Gegensténde, die dieses Prédikat erfiillen,
die Erfiillungsmenge dieses Prédikats nennen und sie durch EzP(z) kennzeichnen. Die Menge
der Gegenstéinde, die das Pridikat P nicht erfiillt, ist identisch mit der Erfiillungsmenge des
Prédikats ~P, wir kennzeichnen sie als Exz~P(z). Den geschilderten Sachverhalt kann man
graphisch wie folgt darstellen:

II

Diagramm 1

Das Rechteck représentiert hier die Menge aller Gegenstéinde (den Individuenbereich), der Ab-
schnitt T (der Kreis) die Erfiillungsmenge von P, d.h. EzP(z) und Abschnitt II die Menge
von Gegensténden, die P nicht erfiillen, d.h. Ez~P(z). Mit Hilfe dieses Diagramms kénnen
wir alle Formeln der einstelligen Quantorenlogik, die die Bedingung B erfiillen und nur eine
Pradikatenvariable enthalten, iiberpriifen.

Da sich in dem hier betrachteten Bereich der Quantorenlogik die Quantoren nur auf Indivi-
duenvariablen und nicht auf Pridikatenvariablen beziehen, kénnen wir die Prédikatenvariablen
als beliebige Prédikate deuten. Wir erldutern dieses Verfahren am Beispiel von:

(1) VaP(z) D JzP(x).

Aus der Aussagenlogik wissen wir, dafl eine Subjunktion nur dann den Wert f annimmt, wenn
das Antezedent den Wert v und das Konsequent den Wert f hat. Um zu zeigen, dafl die Formel
(1) eine Tautologie ist, geniigt es offenbar, wenn wir zeigen, dafl das Konsequent nicht den
Wert f annehmen kann, falls das Antezedent den Wert v hat. Wir nehmen also an, dafl das
Antezedent Vo P(z) den Wert v hat. Yz P(z) hat aber nur dann den Wert v, wenn Exz~P(z)
leer ist. Im Diagramm stellen wir das dadurch dar, dal wir den Abschnitt IT schraffieren. In
der graphischen Darstellung wollen wir weiter die Existenz mindestens eines Gegenstandes in
einem Abschnitt des Diagramms durch ein + kennzeichnen. Da die Quantorenlogik nur fiir
beliebige nicht leere Individuenbereiche gilt und der Abschnitt II leer ist, kénnen wir ein 4 im
Abschnitt I des Diagramms setzen:

Aus diesem Diagramm konnen wir ablesen, dafl die Formel 3z P(x) unter den gegebenen Be-
dingungen den Wert v hat. Wir haben also gezeigt, da}, falls Vo P(x) den Wert v hat, auch
JzP(x) den Wert v hat, d. h. aber, da8 (1) eine Tautologie ist.

In den folgenden Tabellen wollen wir darstellen, wie die Diagramme aussehen, wenn Vz P(x)
und JzP(z) den Wert v bzw. den Wert f haben:
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wahr falsch

//////////////

% +

e ¥

dzP(z)
Tab. 1

Die Schraffierung deutet in diesem Diagramm an, daB der entsprechende Abschnitt leer ist
(keinen Gegenstand enthiilt), und das Zeichen + deutet an, da§ der entsprechende Abschnitt
mindestens einen Gegenstand enthélt. Fiir die Formel

(2) JzP(x) D VaP(z)

veranschaulicht das folgende Diagramm, daf sie keine Tautologie ist:

Wenn das Antezedent der Formel (2) JzP(z) den Wert v hat, so enthélt der Bereich I des
Diagramms mindestens ein Individuum. Aber schon in einem Individuenbereich von mindestens
zwei Individuen kann der Bereich II auch ein Individuum enthalten, d.h., die Formel VzP(x)
kann den Wert f haben. Damit ist gezeigt, daf die Formel (2) keine Tautologie ist.

Wir gehen nun zur Uberpriifung von Formeln der einstelligen Quantorenlogik iiber, die zwei
verschiedene Pridikate P und () enthalten. Derartige Formeln kénnen wir graphisch mit Hilfe
des folgenden Diagramms 2 iiberpriifen:

(1) n) w

Bevor wir einige Formeln mit zwei verschiedenen Prédikaten iiberpriifen, veranschaulichen wir
uns das graphische Bild fiir die Erfiilllungsmengen der wichtigsten zusammengesetzten Pra-
dikate. Wir beginnen mit der graphischen Darstellung der Erfiilllungsmenge eines einfachen
Pradikats P:

Diagramm 2
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——————\
S=——=\

Wir nehmen zunéchst an, dafl das Antezedent Va P(x) AVz(P(z) D Q(x)) den Wert v hat. Dann
miissen beide Glieder der Konjunktion den Wert v haben. VaP(z) hat nur den Wert v, wenn
die Abschnitte II und IV leer sind. Vz(P(z) D Q(z)) hat nur den Wert v, wenn der Abschnitt
IIT des Diagramms leer ist. Es bleibt nur der Abschnitt I unschraffiert. Alle Gegenstinde dieses
Abschnitts erfiillen aber Q(z), d. h., unter diesen Bedingungen hat Vz(@Q(z) den Wert v. Damit
ist die Allgemeingiiltigkeit von (3) nachgewiesen.

Konstruieren wir das Diagramm zur Uberpriifung der Formel

(4) Va(P(z) V Q(x)) D VYeP(z) VVzQ(x).

/////////////////////////
jcol

Wenn das Antezedent dieser Formel den Wert v hat, so ist der Bereich IV leer. Haben wir es
mit einem Individuenbereich mit mindestens zwei Individuen zu tun, so ktnnen die Bereiche
IT und III jeweils ein Individuum enthalten, und das Konsequent der Formel kann den Wert f
annehmen. Die Formel (4) ist also keine Tautologie.

Fiir drei verschiedene Pridikate P, () und R erhalten wir folgendes Diagramm:

Cor

Diagramm 3

Als Beispiel fiir eine Formel mit 3 verschiedenen Priidikaten iiberpriifen wir:

(5) Va(P(z) D Q(z)) D (Va(Q(z) D R(z)) D Va(P(x) O R(x))).

Wenn das Antezedent dieser Formel Va(P(z) D Q(z)) den Wert v hat, so miissen die Bereiche
VIT und TIT leer sein. Wenn aulerdem das Antezedent der Restformel Vz(Q(z) D R(z)) den

Wert v hat, so miissen die Bereiche V und VI leer sein. Unter diesen Bedingungen kann
die Formel Vz(P(z) D R(x)) nicht den Wert f annehmen. Das hier dargestellte graphische
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Verfahren zu Uberpriifung von Formeln der einstelligen Quantorenlogik wird bei 4 oder mehr
verschiedenen Pridikaten ziemlich uniibersichtlich. Im néchsten Abschnitt schildern wir ein
Verfahren, das bei einer beliebigen Anzahl von Pridikaten verwendet werden kann.

Ubungen:

Uberpriifen Sie mit Hilfe von Venn-Diagrammen, ob die folgenden Formeln quantorenlogische
Tautologien sind oder nicht:

1. Ja(P(z) vV Q(z)) D JxP(x) A JzQ(z)

2. VaP(x)V ~VaP(x)

3. Jz(P(z) D Qz)) D (FzP(x) D FzQ(x))

4. Vz(P(z) VvV Q(z)) D (VzP(z) VVzQ(x))

5. P(y) D VzP(x)

6. VzP(z) D ~Jz~P(x)

7. Vx~P(z) D ~JxP(x)

8. 3(P(r) A ~Q@) V (VaP(r) > ~3e~Q(z)

9. ~Fa(~Pla) V ~Q(x)) > ~(YrP(z) > NaQ(z))

10. V(P(2) 5 Q(x)) A 32(Q(x) > R(x)) > Fe(P(x) > R(z))
11, Va(P(z) 5 Q) AVa(Q(z) > R)) > Ja(P(x) > R(x))
12. C¥zAP(2)Q(z)AXxP(z)X(x)Q(z)

13. CAY2P(2)YzQ(z)XxAP(z)Q(x)!

9.5 0-1-Methode

Das geschilderte graphische Verfahren konnen wir durch ein einfacheres Verfahren ersetzen.
Dazu treffen wir folgende Zuordnung: Die Erfiillungsmenge ExP(z), der der Abschnitt I von
Diagramm 1 entspricht, ordnen wir die Charakteristik 1 zu, withrend wir der Menge Ex~P(x),
der der Abschnitt I entspricht, die Charakteristik ) zuordnen. Die Charakteristika 1 und 0
sind nicht mit den Wahrheitswerten v und f in der Aussagenlogik gleichzusetzen. Die Analogie
zu den Wahrheitswerten ist jedoch offensichtlich, da die Gegenstéinde, die zum Bereich mit
der Charakteristik 1 gehtren, bei der Einsetzung in P(z) eine Formel mit dem Wert v ergeben,
wihrend die Gegensténde, die zum Bereich mit der Charakteristik 0 gehoren, bei der Einsetzung
in P(z) eine Formel mit dem Wert f ergeben.

Die bisher getroffenen Zuordnungen fassen wir in der folgenden Tabelle zusammen:

Menge der Abschnitt, der sie im Ihre Charakteristik bei der
Gegenstidnde | Diagramm 1 représentiert | 0-1-Methode
EzP(zx) I 1
Ex~P(x) IT 0
Tab. 2

Bei der Uberpriifungsmethode mit Hilfe der Venn-Diagramme hatten wir durch Schraffieren
angedeutet, dal ein Bereich leer war, und durch ein +, dafl ein Bereich mindestens einen Gegen-
stand enthielt. Bei der 0-1-Methode benétigen wir gleichwertige Ausdrucksmittel. Wir wollen
den Sachverhalt, dafl ein Bereich leer ist, dadurch ausdriicken, daB wir die Charakteristika ()
bzw. 1 durchstreichen. Enthélt ein Bereich mindestens einen Gegenstand, so wollen wir das
durch doppeltes Unterstreichen der Charakteristik 0 bzw. 1 kennzeichnen.
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Die Tabelle 1 kénnen wir jetzt in die Terminologie der 0-1-Methode wie folgt itibersetzen:

wahr falsch
VaP(x) VaP(x) VaP(x)
1 unter P(x) tritt f 1 unter P(x) tritt
Y1-6— die 0 nicht auf “ 1 0  mindestens die 0 auf
JzP(x) JzP(x) dzP(x)
1 unter P(z) tritt f —+— unter P(x) tritt
"1 0  mindestens die 1 auf 1 0  die 1 nicht auf

Tab. 3

Wir tiiberpriifen nun die Formel (1) mit Hilfe der 0-1-Methode. Zunéchst schreiben wir die
Charakteristika 0 und 1 unter P(z):

(1) VzP(z) D dzP(x)
1 1
0 0

Dann entnehmen wir der Tabelle 3, unter welchen Bedingungen VzP(z) den Wahrheitswert
ywahr (v) annimmt. Das ist offenbar nur dann der Fall, wenn der Abschnitt II leer ist.
Deshalb streichen wir die letzte Zeile:

Auflerdem wissen wir, dafl mindestens ein Individuum im Universum existiert, da ja die Theo-
reme der Quantorenlogik nur fiir nicht leere Bereiche als allgemeingiiltig nachgewiesen werden
miissen. Deshalb unterstreichen wir die Charakteristik 1 in der ersten Zeile zweimal. Die For-
mel Iz P(z) hat aber unter der Bedingung, dal die Charakteristik 1 zweimal unterstrichen ist,
den Wert v. Folglich hat auch die Subjunktion immer den Wahrheitswert v:

VzP(z) D JzP(x)

U!% UU{%

L U LU

Es ist leicht zu sehen, daB8 es bei diesem Uberpriifungsverfahren gleichgiiltig ist, welche Indi-
viduenvariable durch einen Quantor gebunden wird. Die Formeln VzP(z), YyP(y), VzP(z)
einerseits und die Formeln 3z P(z), JyP(y), 32P(z) usw. andererseits sind bei unserem Uber-
priifungsverfahren gleichwertig. Auf die gleiche Weise wie die Formel (1) wird beispielsweise
auch die Formel (1) als allgemeingiiltig nachgewiesen:

(1) VaP(z) 5 JyP(y)

v{}‘ vv{rl‘

U (U

Wir haben die ersten Zeilen nicht mehr doppelt unterstrichen und wollen in Zukunft eine
Zeile immer als doppelt unterstrichen ansehen, wenn sie als einzige undurchgestrichene Zeile
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itbriggeblieben ist. Weiterhin ist offensichtlich, daB, falls eine Formel A die Individuenvariable
i nicht frei enthélt, in den Formeln ViA und 3 A die Quantoren, die die Variable i binden,
weggelassen werden kénnen, ohne die Bedeutung der betreffenden Formeln zu dndern.

Fiir die Formel (2) zeigen wir auf folgende Weise, daf} sie nicht allgemeingiiltig ist:

(2) ZFzP(x) D VzP(z)
1 1
v {5 fr {g

Die Formel JzP(x) hat den Wert v, wenn der Abschnitt I des Diagramms 1 mindestens ein
Element enthiilt (doppeltes Unterstreichen der ersten Zeile). Die Formel Yz P(z) hat den Wert
f, wenn der Abschnitt II des Diagramms mindestens ein Element enthélt (doppeltes Unter-
streichen von 0). Unter der Bedingung, dafl FxP(z) und Fz~P(x) mindestens je ein Element
enthalten, hat die Formel (2) den Wert f. Den Abschnitten des Diagramms 2 ordnen wir durch
folgende Tabelle die Charakteristika 1 und 0 zu:

Menge der Abschnitt, der sie im Ihre Charakteristik
Gegenstéinde Diagramm 2 représentiert | bei der 0-1-Methode
Ex(P(x) A Q(x)) I 1,1
Ex(~P(z) ANQ(z)) |10 0,1
Exz(P(z) N ~Q(x) 111 1,0
Ex(~P(z) AN ~Q(z)) | IV 0,0

Tab. 4

Die Allgemeingiiltigkeit von (3) weisen wir mit Hilfe der 0-1-Methode wie folgt nach:

(3) VaP(x) AVz(P(z) D Q(z)) D VzQ(x)
(1 (1 11 (1
v ‘? (N ‘? :l\ :L\ vv :L\

Zunichst schreiben wir unter die Prédikate von (3) alle moglichen Belegungen mit Charakte-
ristika 1 und 0. Wir nehmen an, dafl das Antezedent der Subjunktion den Wert v hat. Dann
miissen auch die beiden Konjunktionsglieder den Wert v haben. Vz P(x) hat nur dann den Wert
v, wenn die zweite und die vierte Zeile gestrichen werden. In Vz(P(z) D Q(z)) ermitteln wir
zunéchst, analog wie in der Aussagenlogik, den Werteverlauf von P(z) D Q(z). Daraus ersehen
wir, dal Va(P(z) D Q(z)) nur dann den Wert v hat, wenn die dritte Zeile gestrichen wird. Das
Antezedent der Formel (3) hat also nur den Wert v, wenn die erste Zeile nicht durchstrichen
ist. Unter diesen Voraussetzungen hat aber Vz@Q(z) den Wert v und damit die ganze Formel.

Auf die gleiche Art kénnen wir beispielsweise die Allgemeingiiltigkeit von

(3")  VzP(z) AVa(P(z) D Qz)) D VyQ(y)

nachweisen, da fiir die Belegung mit den Charakteristika 1, 0 nur die Prédikate, nicht jedoch
die gebundenen Individuenvariablen wichtig sind.

Fiir die Formel (4) weisen wir nach, dafl sie nicht allgemeingiiltig ist:
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z(P(xz) V Q(z)) D VzP(z) V YzQ(x)
1 1 1 1 1
0 11 0 1
{ L1 ff{ T { 0

Die Formel (4) nimmt also den Wert f an, falls Ex(~P(z) A ~Q(x)) leer ist und Ez(~P(x) A
A Q(z)) sowie EZL’(P (x) A ~Q(z)) jeweils ein Individuum enthalten.

Den Abschnitten des Diagramms 3 ordnen wir durch folgende Tabelle die Charakteristika 1
und 0 zu:

Menge der Abschnitt, der sie im Ihre Charakteristik
Gegenstéinde Diagramm 3 reprisentiert | bei der 0-1-Methode
Ex(P ( JAQ(z) AN R(z)) I 1,1,1

Ezx(~P(z) ANQ(z) A R(z)) II 0,1,1

Exz(P(z) A ~Q(z) N R(z)) III 1,0,1

Ex(~P(x) AN ~Q(z) AN R(z)) |IV 0,0,1

Ex(P(z) ANQ(z) A ~R(z)) \Y% 1,1,0

Ex(~P(z) NQ(z) N~R(z)) | VI 0,1,0

Ex(P(x) N ~Q(x) N ~R(z)) | VII 1,0,0

Ex(~P(z) N ~Q(z) N ~R(z)) | VIII 0,0,0

Tab. 5

Als Beispiel fiir eine Formel mit drei verschiedenen Pridikaten iiberpriifen wir:

(5) Va(P(z) > Q) O (va(Q(x) > R(x)) > Va(P(z) > R(x)))
(1 11 (1 11 (1 11
0 11 1 11 0 11
1 89—t 6 +—+ 1 +—+
0 10 0 11 0 11
vy 4 A N AT N
1 89—t 8 +—6 1 59—t
L0 10 0 10 0 10

Fiir Formeln mit mehr als drei Priadikaten brauchen wir nicht mehr gesondert aus den Diagram-
men die 0-1-Charakteristika gewinnen, da wir sehen, dafl wir die Pridikate nur in folgender
Reihenfolge mit den Charakteristika 0 und 1 belegen miissen: Falls wir n verschiedene Pridi-
kate haben, so haben wir 2" verschiedenen Belegungen mit den Charakteristika 0 und 1. Unter
das erste Pridikat schreiben wir abwechselnd einmal 1 und einmal 0, unter das zweite Prédikat
abwechselnd je zweimal 1 und zweimal 0, ... und unter das n-te Pridikat je 2"/2 mal 1 und
27/2 mal 0. Dann verfahren wir wie in den bereits betrachteten Beispielen.

Beim Nachweis, daf} eine Formel nicht allgemeingiiltig ist, geniigt es, eine Belegung anzuge-
ben, bei der die Formeln den Wert f annehmen:

(6) (Vﬂﬂ(op(x) 13 82(35)) D Vﬂv(fb(ﬂﬂ) 3 82(50))) D Vl’(f(x) OD (1)3(33))
i 00 A TR SR R

Die Formel (6) hat den Wert f, wenn die Mengen Ex(~P(z) A ~Q(x) A
A ~Q(x) A

R(z)) und Exz(P(x) A
R(z)) mit den Charakteristika (0,0, 1) und (1,0, 1) beide nicht leer sind.
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Mit Hilfe des geschilderten Verfahrens kénnen wir auch Formeln iiberpriifen, die die Bedin-
gung B erfiillen und freie Individuenvariablen enthalten. Als Beispiel betrachten wir

(7) VaP(x) D P(y).

Wir nehmen wieder an, dafl VP (z) den Wert v hat. In P(y) kann man dann fiir y alle
Gegenstiinde einsetzen, die zu einem Bereich gehoren, der in der graphischen Darstellung nicht
schraffiert ist bzw. bei der 0-1-Bewertung nicht durchgestrichen ist.

(7) VaP(z) D P(y)
v {i v 1

INAY

Die folgende Formel weisen wir als nicht allgemeingiiltig nach:

(8) Ply) > VaP(a)

v 11{

Die Formel hat den Wert f, wenn EzP(z) und Ex~P(xz) beide nicht leer sind.

Auch Formeln, die Aussagenvariablen enthalten, kénnen nach dem gleichen Verfahren iiber-
priift werden. Aussagenvariablen kénnen dabei, wie in der Aussagenlogik, die beiden Wahr-
heitswerte v und f annehmen.

Beispiel:
(9) Vz(P(z) > p) > (vaP(z) > p)
o rroofl s

Bei diesem Beispiel gehen wir davon aus, dafl das Konsequent den Wert f hat, und zeigen, dafl
das Antezedent auch den Wert f hat.

Ubungen:

Uberpriifen Sie mit Hilfe der 0-1-Methode, ob die folgenden Formeln Tautologien sind oder
nicht:

1. P(x)V~P(y)

2. P(z)V ~P(zx)

3. Ele( ) AVzQ(z) D Ela;( (z) A Q(x))

4. Vz(P(z) D Q(z)) D (JzP(z) D VzQ(z))

5. (JzP(z) = p) D x(P(z) = p)

6. (JzP(z) D JxQ(z)) D Jx(P(x) D Q(z))

7. JxzP(x) D ~Va~P(x)

8. EIxNP(x) ~VzP(z)

9. Va(P(z) D Q(z)) D ~Jz(P(z) A ~Q(z))

10. Va(P(z) O ( )) O 3z(P(z) A Q)

11. V& (P(z) D ~Q(x)) AVx(R(z) D P(x)) D Jz(R(x) A ~P(z))
12. 3 (P(CC)ANQ( )) AVz(P(z) O R(z)) D 3z(R(z) A ~Q())
13. CllzCP(2)Q(x)lleCNQ(z)NP(z)
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14. CX¥zKP(z)Q(z) NlleCP(z)NQ(z)
15. CllzCP(z)Q(z)llzCQ(x) N R(z)llz K R(x) N P(z)
16. CTlzCP(x)Q(z) Xz KQ(x)R(x)Xx K R(z)N P(x)

9.6 Axiomatischer Aufbau der klassischen Quantorenlogik

Als Beispiel eines axiomatischen Aufbaus der klassischen Quantorenlogik geben wir das System
P an.

Das Alphabet des Systems P erhalten wir, wenn wir zum Alphabet des Axiomensystems der
Aussagenlogik NS aus dem sechsten Kapitel folgende Symbole hinzufiigen:

1. z, y, z, mit und ohne Indizes - Individuenvariablen

2. P, @, R mit und ohne Indizes - Prédikatenvariablen

3.V - Allquantor, Generalisator
4. Kommata als Hilfszeichen

Die Definition einer Priadikatformel tibernehmen wir aus Abschnitt 2.
D1. Formel des Systems P:

Alleinstehende Aussagenvariablen und Pridikatformeln sind Formeln von P.
Wenn A eine Formel von P ist, so ist ~A eine Formel von P.

Wenn A eine Formel von P und i eine Individuenvariable ist, so ist ViA eine Formel von
P.

4. Wenn A und B Formeln von P sind, so ist (A D B) eine Formel von P.
5. Eine Formel von P liegt nur vor, wenn es auf Grund der Punkte 1-4 der Fall ist.

W

Die Definitionen der aussagenlogischen Operatoren A, V, |, T, = usw. tibernehmen wir aus der
Aussagenlogik.

D2. i A =Def ~Vi~A.

Wir treffen die gleichen Konventionen iiber Klammereinsparungen wie in der Aussagenlogik
und vereinbaren, dal Vi und Ji genauso stark binden wie die Negation.

Die Definitionen D3, D4 und D5 iibernehmen wir aus Abschnitt 2.

Die Formel, die man aus der Formel A erhilt, wenn man alle freien Vorkommen der Indivi-
duenvariablen ¢ durch die Individuenvariable j ersetzt, bezeichnen wir mit dem Symbol A{i/j}.
Mit einem Symbol der Form A{i1,...,4/j1,...,7Jn} stellen wir die Formel dar, die man aus A
erhélt, wenn in ihr alle freien Vorkommen der Individuenvariablen 4; durch j;, 72 durch 7, ...,
die der Individuenvariablen %, durch j, ersetzt werden.

Um eine Formulierung der Einsetzungsregel fiir Individuenvariablen und Pradikatenvariablen
zu vermeiden, bauen wir das System P mit Hilfe von Axiomenschemata auf. Axiome von P
sind also alle Formeln, die die logische Form eines der folgenden Axiomenschemata haben:
Al. AD(BDA)

A2, AD(BDC)D(ADBD>(ADCQ))

A3. ~AD~BD>(BDA)

A4. VYi(A D B) D (A D ViB), wobei i eine Individuenvariable ist, die nicht frei in A
vorkommt.

A5. ViA D A{i/j} , wenn es in A keine Vorkommen der Form VjB derart gibt, dafi i in Vj B
frei vorkommt.
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Beispiele fiir Axiome A4 sind Vz(P(z) D Q(z,y)) D (P(z) D VaQ(z,y)) und Vz(p D
D VyQ(z,y)) O (p D VaVyQ(z,y)). Die Formeln Vz(P(z) D p) D (P(x) D Vap) und
Ve (Q(z,y) D R(z,y,2)) D (Q(z,y) D VeR(x,y,z)) sind hingegen keine Axiome A4, da in
P(z) und Q(z,y) die Individuenvariable z frei vorkommt.

Beispiele fiir Axiome A5 sind VaP(z) D P(y), Vz(Q(z,y) D R(y,z)) D (Q(z,y) D R(y,2)).
Die Formeln Vz(P(z) D YyQ(y,z)) D (P(y) D YyQ(y,y)) und VaVyQ(z,y) D VyQ(y,y) sind
dagegen keine Axiome A5, da in P(z) D VyQ(y,z) die Formel YyQ(y,x) mit einem freien z
vorkommt und in P(z) D VyQ(z,y) ebenfalls « frei vorkommt.

Schlufregeln von P:

R1. Abtrennungsregel. Aus A O B und A erhélt man B.
R2. Generalisierungsregel. Aus A erhilt man ViA, wobei ¢ eine Individuenvariable ist.

D3. Einen Beweis einer Formel A in P nennt man eine endliche Folge von Formeln von
P, von denen jede entweder ein Axiom ist oder aus vorhergehenden Formeln der Folge nach den
Schlufiregeln von P gewonnen wurde, wobei A die letzte Formel der Folge ist. Eine Formel,
fiir die es einen Beweis gibt, nennt man Theorem oder eine in P beweisbare Formel.

D4. Einen Beweis (eine Ableitung) einer Formel B,, aus den Annahmen A4,,... A,
(m > 1, n > 0) (symbolisch: A;,..., A, - B,,) nennen wir eine endliche Folge von Formeln
By,..., B, von denen jede eine Formel der folgenden Arten ist:

1) B; (i=1,...,m) ist ein Axiom;

2) B; ist eine der Formeln Ay, ..., A,;

3) B; erhilt man aus zwei vorhergehenden Formeln der Folge nach der Regel R1;

4) B; erhélt man aus einer vorhergehenden Formel der Folge nach der Regel R2, wobei die

Individuenvariable, in bezug auf die generalisiert wird, nicht frei in Ay, ..., A, vorkommt.
Offenbar gelten fiir das System P folgende Metatheoreme:

MT1. Wenn eine Formel A ein Theorem im aussagenlogischen System NS ist, so ist sie ein
Theorem von P.

MT2. Wenn eine Formel A durch eine Einsetzung in ein aussagenlogisches Theorem gewon-
nen wurde, so ist sie ein Theorem von P.

Fiir das System P gilt folgendes Deduktionstheorem:
MT3. Wenn Ay,..., A, F By, s0 Ay,..., A, 1 F Ay D B

Der Beweis von MT8 wird analog wie in der Aussagenlogik gefiihrt (vgl. Abschnitt 5 des sech-
sten Kapitels), nur dafl wir jetzt noch den Fall beriicksichtigen miissen, wo in der Ableitung
von B,, aus Aj,..., A, die Formel B, aus einer vorhergehenden Formel B; nach der Gene-
ralisierungsregel R2 gewonnen wurde. In diesem Fall hat B, die Form VjB;, wobei j eine
Individuenvariable ist, die nicht frei in den Annahmen des Beweises A1, ..., A, vorkommt. Wir
miissen in diesem Fall rechtfertigen, wie wir aus der Formel A, O B; die Formel A, D VjB;
erhalten:

1. A,D B (Induktionsvoraussetzung)
2. Vj(A, D B)) (1., R2, j kommt nicht frei in Ay, ..., A, vor)
3. Vj(A, D B;) D (A, DVjB) (A4, j kommt nicht frei in A, vor)
4. A, DVjB; (2., 3., R1)

Damit ist das Deduktionstheorem fiir das System P bewiesen. Ebenso wie in der Aussagenlogik
erhalten wir mit Hilfe des Deduktionstheorems:

MT4. Wenn Ay,...,A,, ~NBFCund Ay,... A, ~NBF~C,s0 Ay,..., A, B.
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Mit MT3 und MT4 haben wir die Strukturregeln zum Aufbau eines direkten und eines indi-
rekten Beweises im System des natiirlichen Schlieens der Quantorenlogik, das wir im folgenden
Kapitel darstellen, gerechtfertigt.

9.7 Einige Theoremschemata von P

T1. A{i/j} D FiA, wobei i und j Individuenvariablen sind und A keine Vorkommen der Form
V7B mit freien Vorkommen von ¢ enthélt.

Beweis: (die Buchstaben NS in Klammern weisen darauf hin, daf§ der betreffende Schritt auf
Grund von Theoremen von NS vollzogen wurde):

1. Vi~nA D ~A{i )5} (A5)
2. ~vAfifj} D ~Vin A (1., NS)
3. A{i/j} D A (NS, D2 aus Abschnitt 6)
T2. ViAD FiA
1. ViAD A (A5)
2. AD diA (T1)
3. ViA D JiA (NS)
T3. Vi(AD B) D (ViA D B)
1. Vil(AD B) D (AD B) (A5)
2. (AD B) D (~B>~A) (NS)
3. ~AD FivA (T1)
4. (~B D ~A) D (~B D Ji~A) (3., NS)
5. (AD B) D (ViA D B) (NS, 4., D2 aus Abschnitt 6)
6. Vi(AD B) D (ViA D B) (1., 5., NS)
T4. Vi(AD B) D (ViA D ViB)
1. Vi(AD B) D (ViA D B) (T3)
2. Yi(Vi(A D B) D (ViA D B)) (1., R2)
3. Vi(A D B) D Vi(ViA D B) (A4, 2., R1)
4. Vi(ViA D B) D (ViA D ViB) (A4)
5. Vi(A D B) D (ViA D ViB) (3., 4., NS)
T5. ViVjA D VjVid
1. ViVjAD A (A5, NS)
2. Vi(ViVjA D A) (1., R2)
3. Vi(Vi¥jA D A) D (ViVjA D ViA) (A4)
4. ViVjA D ViA (2., 3., R1)
5. Vj(ViVjA D ViA) (4., R2)
6. Vj(ViVjA D ViA) D (ViVjA D VjViA) (A4)
7. ViVjA D VjViA (5., 6., R1)
T6. JidjA > IjJA
1. ~~Nim A D Yin A (NS)
2. Vj(~rVinA D VinA) (1., R2)
3. VjmnVinA D VjVin A (T4, NS)
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T7.

T8.

T9.

T10.

T11.

T12.
T13.
T14.
T15.

4. Vi A D Vi A
ViVjm A O Vi Vi A
ViVinA O ViV~ A
VjronVin A O VirnNj~ A

© X No

. didjA D JjdiA
JiVjA D VjdiA

1.VJAD A

2. ~A D~V A

3. Vi(~A D ~VjA)

4. Vi~ A D VinVjA

5. ~VinVjA D ~Viv A

6. Vj(~Vi~VjiA D ~VinvA)
7. ~VinViA D Vj~Vic A
8. ~Vj~ Vi A D ViV A
9. ~VjdiA D ~FiVjA

10. VA D VjFA
i(A=DB) D (ViA =ViB)
.(A=B)D>(ADB)

. Vz’((A =B)D> (ADB))
B) D Vi(A D B)
B) D (ViA D ViB)
B) D (ViA D ViB)
B) D (ViB D ViA)
B) D (ViA =ViB)

. Vi
Vi

v

1

2

3. Vi(A

4. 7(A D
5. Vi(A

6. Vi(A
7. Vi(A

(A

D VZB) D Vi(A D B), wobei i nicht frei in A vorkommt.

1.ViBDO B

2. (ADViB) D> (AD B)
3. Vi((ADViB) D (A D B))
4. (ADViB) DVi(AD B)
~3iA D Vi~ A

1. Vi~mADVivA

2. ~~VivA D Vi A

3. ~JiADVi~A

Vi A D ~FiA

1. VicA D ~nVic A

2. VicnAD ~FiA

~JiA =Vi~vA

ViA = ~Ji~v A

(ADViB) =Vi(A D B), wobei ¢ nicht frei in A vorkommt.
ViA = A, wobei 7 nicht frei in A vorkommt.

1. ViAD A
2. A A

~Vime A D "V jronin A

(7., NS)

(D2 aus Abschnitt 6)

9., NS)

(NS)
(1., R2)
(T4, 2., R1)

(T4)
(3., 4., NS)

(NS, R2, T4, R1)

(5., 6., NS)

(1., NS)

(D2)

(NS, T10, T11)
(NS, T12, D2)
(T9, Af, NS)

(45)
(NS)
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3. Vi(AD A) (2., R2)
4. ADOViA (A4, 3., R1)
5. Vid= A (1., 4., NS)
T16. Vi(A D B) D (JiA D B), wobei i nicht frei in B vorkommt.
1. Vi(A> B)> (ADB) (A5)
2. Vi(AD B)D (~BD>~A) (1., NS)
3. Vi(AD B) D (~BDVi~A) (2., R2, A4, NS)
4. (~B D Vi~A) D (~VineA D ~~B) (NS)
5. (~Vi~A D ~~B) D (JiA D B) (NS, D2)
6. Vi(AD B) D (A D B) (NS)
T17. (3iA D B) D Vi(A D B), wobei 7 nicht frei in B vorkommt.
1. (A D B) D (~B D ~3iA) (NS)
2. (~B D ~FiA) D (~B D ~~Vi~A) (1., D2, NS)
3. (~B D ~~VinvA) D (~B D Vi A) (2., NS, D2)
4. (~B D VicA) D Vi(~B D ~A) (T9)
5. Vi(~B D> ~A) D (A D B) (A5, NS)
6. Vi(~B D ~A) DVi(AD B) (5., R2, A4, R1)
7. (3iA D B) DVi(AD B) (NS, 1., 2., 3., 4., 6.)
T18. (A D B) =Vi(A D B), wobei i nicht frei in B vorkommt. (T16, T17, NS)
T19. Vi(AA B) D ViAAViB
1. ANBDA (NS)
2. Vi(AAB D A) (R2, 1.)
3. Vi(AAB)DViA (2., T4, R1)
4. Vi(AAB)DViB (NS, R2, R1, T4)
5. Vi(AAB) D ViAAViB (3., 4., NS)
T20. ViA AViB D Vi(A A B)
1. ViAAViBO A (A5, NS)
2. ViAAViB D B (A5, NS)
3. ViAAViB> AAB (1., 2., NS)
4. ViAAViB D Vi(AA B) (3., R2, A4, R1)

T21. Ji(AV B) D JiAV 3B
T22. JiAV 3B D Ji(AV B)
T23. Vi(AA B) =ViAAViB
T24. Ji(AV B)=HAV 3B
T25. 3i(AAB) D HAANTB
T26. ViAVVYiB D Vi(AV B)
T27. Vi(AV B) DViAV 3iB
T28. ViAAFiB D Ji(AAB)

Die Beweise von T21-T28 seien dem Leser als Ubungsaufgabe anheimgestellt.
T29. ViA=V;B,

wobei B die Formel A{i/j} ist, A keine freien Vorkommen von j enthilt und es in A keine
Formeln der Form VjD mit freien Vorkommen von ¢ gibt.
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Beweis von T29:

1. ViAD B (A5)
2. Vj(ViA D B) (1., R2)
3. ViA D VjB (2., A4, R1)
4. ¥VjBD A (A5)
5. Vi(VjB D A) (4., R2)
6. VjB D ViA (5., A4, R1)
7. ViA=VjB (NS, 3., 6.)

T30. Vi(A D B) D (A D JiB)

1. Vi(AD B) D> (~B D> ~A) (A5, NS)
2. Vi(A > B) > (Vi~B O Vi~ A) (1., R2, A4, T4, NS)
3. Vi(AD B) > (3iA > 3iB) (1., NS, D2)
T31. Ji(B D A) =ViB D A, wobei ¢ nicht frei in A vorkommt.
1. ~(BDA) =BA~A (NS)
2. Vi(~(B D> A)=(BA~A)) (1., R2)
3. VIN(B S5 A) =Vi(B A ~A) (2., TS, R1)
4. Vi~(B D A) = ViB AVi~A (3., T23, NS)
5. Vi~(B D A) =ViB A~A (T15, NS)
6. ~Vi(~(BD A)=~(ViBA~A) (5., NS)
7. ~Vi(~(B D A)=~ViBV A) (6., NS)
8. Ji(B>A) =ViB> A (7., D2, NS).

9.8 Semantische Interpretation und Widerspruchsfreiheit des Systems P

D1. Die quantorenfreie Form einer Formel A von P ist die Formel B, die man aus A
durch Streichen aller Vorkommen der Form Vi erhélt.

Die quantorenfreie Form der Formel VaP(z) O Vy(p D Q(y)) ist beispielsweise die Formel

P(z) D (p D Q(y)). Wenn es in einer Formel Vorkommen der Form 3iA gibt, so werden bei

der Ermittlung der quantorenfreien Form diese Vorkommen nach D2 aus Abschnitt 6 durch

~Vi~ A ersetzt, und danach wird Vi weggelassen.
Fiir den Beweis der Widerspruchsfreiheit von P wiéhlen wir folgende semantische Interpre-

tation der Formeln von P:

SR1. Eine Formel von P ist ihrer quantorenfreien Form dquivalent.

SR2. Den Priadikatformeln werden die Werte v und f analog wie den Aussagenvariablen
zugeschrieben. Dabei sehen wir zwei Pridikatformeln genau dann als verschieden an, wenn
sie sich beziiglich der Pridikatenvariablen unterscheiden.

SR3. Die Operatoren ~ und O werden als Operatoren der zweiwertigen Aussagenalgebra
mit den Werten v und f definiert.

Bei dieser Interpretation erhalten wir:
1) Die Axiome A1-A3 sind nach SRS Tautologien.

2) Die Axiome A4 sind entsprechend den Formeln (A O B) O (A D B) #quivalent und
Tautologien.
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3) Die Axiome A5 sind den Formeln A D A{i/j} dquivalent, und nach SR2 sind diese Formeln
Tautologien, da ein Ersetzen von i durch j nicht die Priadikatenvariablen betrifft.

4) Die Regeln RI und R2 fiihren von Formeln, die bei dieser Interpretation Tautologien sind,
wieder zu Formeln, die Tautologien sind.

Bei der angegebenen Interpretation sind also alle Axiome Tautologien, und die Schluiregeln
erhalten den tautologischen Charakter der Theoreme.

Es gilt also:
MT1. Die Formeln A und ~A kénnen nicht beide Theoreme von P sein.

Die angegebene Interpretation kann im Sinne der semantischen Regeln aus Abschnitt 3 als
Interpretation von P in einem Wertebereich der Individuenvariablen mit nur einem einzigen
Individuum angesehen werden. Zum Beweis der Widerspruchsfreiheit von P ist diese Interpre-
tation ausreichend.

Als Hauptinterpretation des Systems P wihlen wir neben den semantischen Regeln der
klassischen Aussagenlogik die Begriffsbildungen und semantischen Regeln des Abschnitts 3.
Fiir die Hauptinterpretation gilt folgendes Metatheorem:

MT2. Alle Theoreme von P sind allgemeingiiltig.

Beweis. Die Axiome A1-A3 sind auf Grund der Regeln fiir ~ und D allgemeingiiltig. Die
Wertbereiche der Formeln Vi(A D B) und A D ViB in A4 sind identisch, da ¢ nicht frei in A
vorkommt. Deshalb sind die Axiome A4 allgemeingiiltig. Wenn eine Formel C' eine Formel
aus dem Wertbereich von A{i/j} ist, so ist sie eine Formel aus dem Wertbereich von A (da die
Wertbereiche der Individuenvariablen identisch sind). Da aber ViA = v nur unter der Bedin-
gung gilt, daf alle Formeln aus dem Wertbereich von A (und folglich auch von A{i/j}) den
Wert v haben, so sind die Axiome A5 allgemeingiiltig. Die Regel R1 vererbt diese Eigenschaft
der Theoreme gem#f3 der Definition von D. Wenn A eine allgemeingiiltige Formel ist, so ha-
ben alle Formeln aus ihrem Wertbereich den Wert v. Nach RS2 folgt hieraus aber, dafl Vi A
allgemeingiiltig ist. Die Regel R2 vererbt also auch die Allgemeingiiltigkeit der Theoreme von
P.

9.9 Unabhingigkeit des Systems P

Ein Axiomenschema ist von den iibrigen Axiomanschemata und Schlufiregeln eines gegebenen
Kalkiils genau dann unabhéingig, wenn mindestens ein Axiom dieses Schemas von den iibrigen
Axiomenschemata (oder allgemein von den iibrigen Axiomen) und Schlufiregeln unabhéngig
ist. Das Problem der Unabhéingigkeit von Schlufiregeln wird im System mit Axiomenschemata
genauso geltst wie mit Axiomen. Im weiteren zeigen wir die Unabhéingigkeit der Axiomensche-
mata und Schlufiregeln von P. Den Prédikatformeln schreiben wir genauso wie den Aussagenva-
riablen Wahrheitswerte zu. Dabei sehen wir Priadikatformeln mit gleichen Prédikatenvariablen
als dquivalent an, ganz gleich, welche Individuenvariablen in ihnen vorkommen.

Fiir den Beweis der Unabhéngigkeit von A7 wihlen wir die gleiche dreiwertige Aussagenal-
gebra wie in Abschnitt 10 des sechsten Kapitels fiir den Beweis der Unabhéngigkeit von A1
des Systems NS und folgende zusétzliche Regel: Eine Formel ist ihrer quantorenfreien Form
dquivalent. Die Axiome von A1 sind bei einer solchen Interpretation keine Tautologien. Die
Axiome von A2 und A8 sind Tautologien. Die Axiome von A4 und A5 sind entsprechend
Formeln der Form (A D B) D (A D B) und (A D A) #quivalent. Diese sind gleichfalls Tautolo-
gien. Die Regel R1 erhiilt den tautologischen Charakter einer Formel. Die Regel B2 ebenfalls,
da ViA mit A dquivalent ist.
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Fiir den Beweis der Unabhéingigkeit von A2 wihlen wir die gleiche Aussagenalgebra wie in
Abschnitt 10 des sechsten Kapitels fiir A2 des Systems NS und die zusitzliche Regel: Eine
Formel ist ihrer quantorenfreien Form &quivalent.

Fiir den Beweis der Unabhéngigkeit von A3 wihlen wir die gleiche Interpretation wie fiir A3
des Systems NS im Abschnitt 10 des sechsten Kapitels und die zusétzliche Regel: Eine Formel
ist ihrer quantorenfreien Form #dquivalent.

Fiir den Beweis der Unabhéingigkeit von A4 wihlen wir folgende Definitionen von ~, O und
Vi in einer vierwertigen Aussagenalgebra mit den Werten v, m, n, f (ausgezeichneter Wert ist

v):

A>DB|v m n f
v | f v | v v v m n f
m|n m | f m v v onon
n | m n | f n v om v om
flv flf f vouv v ow

Wenn A = mund B =m, so (A D B) =uv, Vi(A D B)=v,ViB=f (ADViB) =n
und Vi(A D B) D (A D ViB) = n. Die Axiome von A1, A2, A3 und AS sind bei dieser
Interpretation Tautologien, und die Regeln R7 und R2 erhalten den tautologischen Charakter.

Fiir den Beweis der Unabhéngigkeit von A5 wihlen wir die Definition der Operatoren ~
und D in der zweiwertigen Aussagenalgebra und folgende Definition von Vi:

A | ViA

v v

flv

Wenn (A{i/j} = f,s0 A= f, ViA = v und (ViA DO A{i/j}) = f. Folglich sind die Axiome
von A keine Tautologien. Die Axiome von A4 bleiben Tautologien, und die Regeln R1 und
R2 erhalten den tautologischen Charakter.

Fiir den Beweis der Unabhéngigkeit von RI wihlen wir eine analoge Interpretation wie fiir
R2 in Abschnitt 10 des sechsten Kapitels und die zusitzliche Regel: Eine Formel ist ihrer
quantorenfreien Form #dquivalent.

Fiir den Beweis der Unabhéingigkeit von R2 wéhlen wir die Definition von ~ und D in der
zweiwertigen Aussagenalgebra und folgende Definition von Vi:

A | ViA
v | f
s

Das mit Hilfe von R2 gewonnene Theorem Vi(p O p) hat den Wert f, d.h., es ist keine
Tautologie. Die Axiome von A4 und A sind Tautologien. Auf die Regel RI und die iibrigen
Axiome hat diese Definition von Vi keinen Einfluf.

Das Gesagte bedeutet jedoch nicht, daf alle Axiome aller Axiomenschemata oder auch nur
alle Axiome eines Schemas voneinander unabhingig sind.

9.10 Semantische Vollstindigkeit von P

Die semantische Vollstdndigkeit der klassischen Quantorenlogik, d. h. der Satz, daf} alle allge-
meingiiltigen Formeln Theoreme eines axiomatischen Aufbaus der Quantorenlogik sind, wurde
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zuerst von K. Godel bewiesen (Godel 1930). Wir geben hier einen leichteren Beweis nach
Henkin an (Henkin 1949). Dabei stiitzen wir uns auf die Begriffsbildungen und Theoreme des
Abschnitts 8 des sechsten Kapitels. Die Ableitbarkeitsbeziehungen in den Definitionen D1-D3
ist in unserem Zusammenhang natiirlich die quantorenlogische Ableitbarkeit.

Wie in der Aussagenlogik wollen wir jetzt fiir die Quantorenlogik zeigen, dafl jede konsistente
Klasse von quantorenlogischen Formeln gemeinsam erfiillbar ist. Dazu erweitern wir die Sprache
des Systems P auf folgende Weise zur Sprache des Systems P’: Wir fiigen zum Alphabet von
P die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3 ... als Individuenkonstanten hinzu und rechnen die Formeln
aus dem Wertbereich einer quantorenlogischen Formel zu den quantorenlogischen Formeln des
Systems P’. AuBerdem fiigen wir zum System P die beiden folgenden Schlufiregeln hinzu,

A{i/k}
R3. ——
A 7
wobei k eine beliebige Individuenkonstante und ¢ eine Individuenvariable ist, die in A{i/k}
nicht vorkommt.

ViA
MT1. Die Logik P’ ist widerspruchsfrei.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen, P’ wiire widerspriichlich. Dann géibe
es eine Formel A’ derart, dal A’ A ~A’" in P’ beweisbar wire. Der Beweis des Satzes A’ A ~A’
wire eine endliche Folge von Formeln und enthielte deshalb nur eine endliche Anzahl von
Individuenkonstanten (sagen wir n) und eine endliche Anzahl von Individuenvariablen. Es
seien nun 4y, . . ., i, Individuenvariablen des Systems P, die im Beweis des Satzes A’ A ~A’ nicht
auftreten. Wir ersetzen nun jede Individuenkonstante, die im Beweis von A’ A ~A" auftritt
so durch eines der i; (j = 1,...,n), daB ein und dieselbe Konstante durch ein und dieselbe
Variable und verschiedene Konstanten durch verschiedene Variablen ersetzt sind. Die Formel,
die wir durch diese Ersetzung aus A’ erhalten, bezeichnen wir mit A. Da bei dieser Ersetzung
die Regeln

RA.

A{i/k} ViA
A A{i/k}
des Systems P’ in die Regeln
A{i/k} ViA
A A{i/k}

des Systems P (vgl. T1 und A5) iibergehen, geht der Beweis des Satzes A’ A~A’in P’ in einen
Beweis des Satzes A A ~A in P iiber. Das System P wire also auch widerspriichlich. Da die
Widerspruchsfreiheit von P bewiesen ist, ist auch das System P’ widerspruchsfrei.

Der Semantik der klassischen Quantorentheorie entsprechend miissen wir aus der Tatsache,
daf} eine Formel Vi A in einer maximal konsistenten Formelklasse K nicht enthalten ist, darauf
schlieflen konnen, daf die Formel A{i/k}, wobei k eine Individuenkonstante ist, nicht in K" ent-
halten ist. Da dies nicht von einer beliebigen maximal konsistenten Formelklasse gewihrleistet
wird, definieren wir:

D1. Wir nennen eine Formelklasse K w-vollstéindig genau dann, wenn gilt: Wenn die
Formeln A{i/k} fiir alle Individuenkonstanten k (kK =1,2,...,n,...) in K enthalten sind, so
ist die Formel ViA in K enthalten.
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Hiufig wird die w-Vollstindigkeit einer Formelklasse K wie folgt definiert: Wenn eine Formel
JiA Element von K ist, so ist fiir mindestens eine Individuenkonstante & (k = 1,2,...,n,...)
die Formel A{i/k} Element von K. Dieser Satz ergibt sich als Folgerung aus D1.

Wir beweisen nun folgendes Metatheorem:

MT1. Jede konsistente Formelklasse K von P’ it sich zu einer w-vollstindigen maximal
konsistenten Formelklasse K+ erweitern.

Beweis: Da es in P’ nur abzéhlbar unendlich viele Formeln gibt, lassen sich diese Formeln in
einer unendlichen Liste A;, Ay, ..., A,,... anordnen. Wir gehen von einer konsistenten For-
melklasse K von P’ aus, die keine freien Individuenvariablen enthalten soll. (Das ist keine
Einschrinkung der Allgemeinheit, denn wenn wir eine konsistente Formelklasse K mit freien
Individuenvariablen zulassen wiirden, so brauchten wir nur die Individuenvariablen durch In-
dividuenkonstanten ersetzen, und zwar gleiche Individuenvariablen durch gleiche Konstanten
und verschiedene durch verschiedene.) Ausgehend von der konsistenten Formelklasse K bil-
den wir auf folgende Weise eine unendliche Folge von Formelklassen K%, K', K?,... Die Klasse
KJ ist identisch mit K. Ist die (m + 1)-te Formel der Abzihlung Ay, As, ..., A,, ... eine For-
mel der Form ViA (wir betrachten eine Quantorenlogik mit den Grundoperatoren ~, O und
V), so bilden wir die Klasse K ,,, indem wir zu den Elementen der Klasse K° die Formel
A{i/k} D ViA hinzuzufiigen, wobei k die erste Individuenkonstante der Folge 1,2,3... ist, die
weder in der Formel ViA noch in den Formeln aus K° vorkommt. (Da wir unendlich viele In-
dividuenkonstanten zur Verfiigung haben, gibt es immer eine solche Individuenkonstante.) Hat
die (m + 1)-te Formel der Abzihlung Ay, As, ..., A,,... eine andere logische Form, so setzen
wir ngﬂ = K9 . Die Klasse K? ist die Vereinigung aller Klassen K§, K% ... K? ...d.h., eine
Formel ist Element der Klasse K°, wenn sie Element einer der Klassen K? (i = 0,1,2,...) ist.
Jede der Klassen K ist konsistent. Ist die Klasse K konsistent, so auch die Klasse K}, ;. Sind
die beiden Klassen identisch, so gilt dies offensichtlich. Es sei K7, die Klasse K} vereinigt mit
A{i/k} D ViA, und K}, | sei inkonsistent. Dann gilt:

1. K9 A{i/k} DViA+ B

2. K% Ali/k} DViA+ ~B

3. K% A{i/k} DViAt+ BA~B

4. Kok A{i/k} DViAD BA~B (DT)
Die Individuenkonstante k ktnnen wir in A{i/k} durch eine Individuenvariable j, die vorher
noch nicht vorgekommen ist, ersetzen. Da wir unendlich viele Variablen haben, gibt es immer
eine solche Variable j. Eine derartige Ersetzung ist auch zuléssig, d. h., wenn eine Formel C'
mit der Konstanten k& beweisbar ist, so ist auch die Formel C*, in der die Konstante k£ durch j
ersetzt ist, beweisbar. Nach dem Begriff des Beweises aus Annahmen kann C' nédmlich entweder
ein Axiom oder eine Formel aus K sein oder nach einer der Regeln R1-R/ aus vorhergehenden
Formeln der Folge gewonnen sein. Wenn C' ein Axiom ist, so ist auch C* ein Axiom. C kann
nicht aus K? sein, da k nicht in Formeln aus K? vorkommt. Nach den Regeln R1, R2 und RS
entsteht C* auf analoge Weise aus vorhergehenden Formeln wie die Formel C. Erh&lt man C
nach der Regel R4, so erhélt man C* nach A5 und R1.

5. KOF A{i/j} DViA> BA~B

6. KOk Vj(A{i/j} DViA> BA~B) (5., R2)
7. K2+ 3j(A{i/j} DViA) D BA~B (6., T16, j soll in B nicht frei vorkommen)
8. KYFVjAli/j} DViA> BA~B (7., T31)
9. KO+ BA~B (8., T29, R1).

Damit wire entgegen der Voraussetzung K inkonsistent, also ist auch K2, konsistent.
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Offenbar ist auch die Klasse K° konsistent, denn wiire K° inkonsistent, so gibe es eine
endliche Teilmenge von K die inkonsistent wire. Dies ist aber nicht moglich, da alle K?
konsistent sind.

Die Formelklassen K*', K2, ..., K", ... bilden wir nun genauso wie in der Aussagenlogik,
d. h., wenn die (n+ 1)-te Formel mit K™ vertriglich ist, so ist K"*! die Klasse, deren Elemente
die (n+ 1)-te Formel und alle Elemente von K" sind. Wenn die (n + 1)-te Formel nicht mit K™
vertriiglich ist, so sind K™ und K™*! identisch. Mit K+ bezeichnen wir wieder die Vereinigung
der Klassen K, K', K2, ...

Die Klasse K™ ist konsistent und maximal. Der Beweis verlduft genauso wie in der Aussa-
genlogik. Ebenso gelten die Theoreme T3-T6 des Abschnitts 8 des sechsten Kapitels fiir K.
AuBlerdem ist Kt w-vollstéindig, d. h., wenn alle Formeln der Form A{i/k} (k=1,2,...,n,...)
in K enthalten sind, so ist auch die Formel ViA in K+ enthalten. ViA moge die n-te Formel der
Abzghlung sein, d.h. A,. Dann ist nach der Konstruktion von K" die Formel A{i/k} D ViA
in K™ enthalten. Angenommen, alle Formeln der Form A{i/k} seien in K™ enthalten und ViA
nicht. Dann ist nach 78 aus Abschnitt 8 des sechsten Kapitels die Formel ~ViA in K™ ent-
halten, und mit A{i/k} D ViA ist ~A{i/k} in K" enthalten. Das widerspricht der Konsistenz
von K™.

MT2. Jede konsistente Formelklasse K der klassischen Quantorenlogik ist im Bereich der
natiirlichen Zahlen erfiillbar.

Beweis: Nach MT1 gibt es zu jeder konsistenten Formelklasse K eine maximal konsistente,
w-vollstindige Formelklasse K+. Wir ordnen allen Aussagenvariablen, Pradikatformeln und
Formeln aus dem Wertbereich der Prédikatformeln den Wahrheitswert v genau dann zu, wenn
sie Elemente von K+ sind. Formeln der Form ~A und A O B ordnen wir die Wahrheitswerte
wie in der klassischen Aussagenlogik zu. Formeln der Form ViA ordnen wir den Wert v ge-
nau dann zu, wenn alle Formeln A(i/1),..., A(i/n),... den Wert v haben. Es I&8t sich durch
Induktion iiber die Anzahl der logischen Operatoren in A zeigen, dafl gilt: Bei der oben ange-
gebenen Bewertung hat eine Formel A genau dann den Wert v, wenn A Element von K ist.
Der Anfangsschritt des Induktionsbeweises ist auf Grund der angegebenen Bewertung trivial.
Fiir Formeln der Form ~A und A D B beweisen wir die Behauptung genauso wie in der Aus-
sagenlogik. Fiir Formeln der Form ViA gilt die Behauptung auf Grund der w-Vollsténdigkeit
von K™,

Als Folgerungen aus MT2 ergeben sich folgende Metatheoreme:

MT3. Wenn eine Formel A in der klassischen Quantorenlogik nicht beweisbar ist, so ist ~A
im Bereich der natiirlichen Zahlen erfiillbar.

Beweis: Mit P bezeichnen wir die Konjunktion der Axiome der Quantorenlogik. Wenn P und
~ A unvertréglich wiren, so wiirde fiir eine Formel B gelten P A ~A D Bund PA~A D ~B.

Hieraus folgt, daf dann BV~B D ~(PA~A) und P D A beweisbar wiiren. Das widerspricht
der Annahme, daBl A in der Quantorenlogik nicht beweisbar ist. Deshalb sind die Formeln P
und ~A vertréglich und nach MT2 gemeinsam erfiillbar.

MT4. Wenn eine Formel A allgemeingiiltig ist, so ist A in der klassischen Quantorenlogik
beweisbar.

Beweis: Wenn A allgemeingiiltig ist, so ist ~A unerfiillbar, und nach M7T$8 ist A beweisbar.
MT5. Wenn Ay,..., A, F B,so Ay,..., A, + B.

Beweis: Wenn nicht gilt A;,..., A, - B, so ist die Formelklasse A4,..., A,, ~B gemeinsam
erfiillbar. Es gibt also eine Werteverteilung, bei der gilt: A; =v,..., A, =v und B = f, d. h.
aber, dal dann B nicht semantisch aus A4, ..., A, folgt.
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9.11 Syntaktische Unvollstindigkeit von P

Das System P ist im folgenden Sinne syntaktisch unvollstindig: Zu den Axiomen von P kann
man eine Formel hinzufiigen, die kein Theorem von P ist, ohne dafl das so erhaltene System
widerspriichlich ist (d.h., P 148t sich ohne Widerspruch erweitern). Eine solche Formel ist
beispielsweise: JiA D A. Setzt man diese Formel als Axiomenschema A6, so sind nach der
Regel SR1 aus Abschnitt 8§ diese Axiome A6 mit den tautologischen Formeln ~~A O A
dquivalent.

Die Formeln F3iA O A und andere Formeln, deren Hinzufiigen zu den Axiomen von P nicht
zum Widerspruch fiihrt, sind nicht allgemeingiiltig, und sie werden ausschliefllich auf Grund
semantischer Uberlegungen nicht als Theoreme von P akzeptiert.
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10. Kapitel
Ein System des natiirlichen Schlieflens der
klassischen Quantorentheorie

10.1 Alphabet und Formeldefinition

Wir ergéinzen das Alphabet des Systems NSch der klassischen zweiwertigen Aussagenlogik durch
folgende Symbole:

1. x, v, z, 1, y1, 21, ... - Individuenvariablen

2. a,b,c, ki, ko, k3, ... - Individuenkonstanten

3. P,Q, R, P, 1, Ry, ... - Préadikatenvariablen

4.V, - die Quantoren ,alle“ und ,einige*.

Die Individuenvariablen betrachten wir als Leerstellen fiir individuelle Termini. Fiir sie kénnen
folglich beim logischen Schlieflen in beliebigen Wissensbereichen konkrete individuelle Termini
eingesetzt werden. In den Umgangssprachen treten zwei Typen von individuellen Termini, d. h.
von Termini, die einen bestimmten Gegenstand und nur diesen bezeichnen, auf: 1. Eigenna-
men; 2. bestimmte Kennzeichnungen. Eigennamen werden in der Umgangssprache vor allem
zur Bezeichnung von Personen, Haustieren, Stédten, Fliissen, Bergen usw. verwendet. Aufler-
dem benutzt man fiir die Bezeichnug individueller Gegensténde zusammengesetzte Ausdriicke
mit dem bestimmten Artikel, wie ,die gegenwiirtige Konigin von England“, ,die Butter auf
diesem Tisch®, ,der Film, der letzte Woche im Kino gespielt wurde“. Solche Wendungen nennt
man bestimmite Kennzeichnungen. Bei der Verwendung der klassischen Quantorentheorie zum
logischen Schlieflen diirfen nur solche Eigennamen und bestimmten Kennzeichnungen verwen-
det werden, die auch wirklich genau einen Gegenstand bezeichnen, d. h., leere und mehrdeutige
Eigennamen und Kennzeichnungen werden ausgeschlossen.

Die Individuenkonstanten werden wir bei der Formulierung von Theoremen der Quantorenlo-
gik nicht benutzen, sondern nur bei der Formulierung der Beseitigungsregel des Partikularisators
und in einigen Beweisen von quantorenlogischen Theoremen. Sie stehen als Abkiirzung fiir einen
bestimmten individuellen Terminus, obwohl es fiir unsere Zwecke gleichgiiltig ist, fiir welchen
individuellen Terminus sie stehen. Sie diirfen folglich nicht als Variablen angesehen werden,
obwohl ihre spezielle Bedeutung nicht bekannt ist. Pridikatenvariablen sind Leerstellen fiir
beliebige Prédikate. Wir treffen folgende Definitionen:

D1. Pradikatformel: f"(i1,...,1,), wobei n > 1, ist eine Pridikatformel genau dann, wenn
f™ eine n-stellige Prédikatenvariable ist und 44, ...,%, Individuenvariablen oder -konstanten
sind.

Dariiber hinaus iibernehmen wir die Definitionen D2-D5 aus Abschnitt 2 des neunten Kapitels,
ebenso wie die dort getroffenen Festlegungen iiber Klammereinsparungen.

10.2 Grundregeln der Quantorenlogik im System des natiirlichen Schlie3ens

Wir wihlen folgende Grundregeln der Quantorenlogik im System des natiirlichen Schlielens:

I. Alle Grundregeln der Aussagenlogik werden auf quantorenlogische Formeln ausgedehnt.
Die Metavariablen A, B, C, Ay, ..., A,, ... in den Grundregeln der Aussagenlogik deuten
wir dabei als Metavariablen fiir beliebige quantorenlogische Formeln. Wir verfiigen folglich
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10. Kapitel — Natiirliches Schliefien

iiber folgende Regeln der Quantorenlogik:
AR, EK, BK, FA, BA, EB, BB, ENa, BNa, ENk, BNE.

IT. Im weiteren formulieren wir eine Einfiihrungsregel fiir den Generalisator (EV) und den
Partikularisator (F3) sowie eine Beseitigungsregel fiir den Generalisator (BY) und den
Partikularisator (B3).

III. In den Strukturregeln zum Aufbau eines direkten und eines indirekten Beweises der Aussa-
genlogik werden die Metavariablen wieder als Metavariablen fiir beliebige quantorenlogische
Formeln gedeutet, und zu den Regeln zum Hinzufiigen neuer Zeilen werden die Regeln EV,
BY, Ed, B4 aufgenommen.

Bei der Formulierung der Einfithrungs- und Beseitigungsregel fiir Quantoren benutzen wir das
Symbol A(i/7), das die Formel darstellt, die man aus der Formel A erhélt, wenn man in ihr fiir
die Individuenvariable i den Ausdruck j unter Beachtung folgender Bedingungen einsetzt:

1. In A wird i nur an den Stellen ersetzt, wo es frei vorkommt. Kommt ¢ mehrmals frei in A
vor, so wird es an allen Stellen seines Vorkommens durch j ersetzt.

2. Falls sich 7 in A im Wirkungsbereich eines Quantors befindet, der die Variable h bindet, so
darf fiir ¢ kein Ausdruck eingesetzt werden, der h als freie Variable enthilt.

Die zweite einschréinkende Bedingung hat die Aufgabe zu verhindern, daf ein freies Vorkommen
von i in A zu einem gebundenen Vorkommen in A(i/j) wird. Falls dies nicht ausgeschlossen
wird, ist es moglich, dal man aus einer wahren Voraussetzung A durch Einsetzung eine falsche
Folgerung A(i/j) erhélt.

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun zur Formulierung der Regeln fiir Quantoren
iitber.

1. Beseitigungsregel fiir den Generalisator (BY):

ViA
17 (Z 77 wobei j eine Individuenvariable oder eine Individuenkonstante sein kann.
t/J
Beispiel fiir die Anwendung von BY:
Va(z + x = 2z)
y+y=2y
2. Einfihrungsregel fir den Generalisator (EY):
A
ViA

Bei der Einfiithrungsregel des Allquantors ist folgende Bedingung zu beachten: Die Regel darf
nur dann verwendet werden, wenn die Variable ¢ nicht frei in den Annahmen des Beweises
vorkommt. Wir erklidren den Sinn dieser Einschrinkung an einem Beispiel: Die Variable z
nimmt beispielsweise Werte aus dem Wertbereich der Menschen an, und P(z) bedeutet ,x ist
spéter als 1900 geboren“. Angenommen, aus einer gegebenen Menge von Voraussetzungen V
sei der Satz zu beweisen ,Wenn x spiter als 1900 geboren ist, so ist z heute noch keine 100
Jahre alt“. Um dies zu beweisen, gentigt es offenbar, aus den Voraussetzungen V und der
Voraussetzung ,x ist spéiter als 1900 geboren* den Satz ,x ist heute noch keine 100 Jahre
alt“ abzuleiten. Aus der Annahme des Beweises ,x ist spéiter als 1900 geboren“, die die freie
Variable x enthiilt, erhielten wir aber, falls wir die obige Einschréinkung nicht beachten wiirden,
VzP(z), d.h. umgangssprachlich ausgedriickt , Alle Menschen sind spéter als 1900 geboren*.
Dieser Schluf} ist aber offensichtlich nicht korrekt.
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Abschnitt 10.2  Grundregeln

AuBlerdem darf eine Variable i nicht durch den Allquantor gebunden werden, wenn ¢ als
Index einer Konstanten nach einer Anwendung der Regel B3 auftritt.
Beispiel fiir die Anwendung von EV:

.Z"I:.Z'Q

Va(z -z = x?)

3. Einfihrungsregel fir den Partikularisator (E3):

A(i/5)
FiA

, wobei j eine Individuenvariable oder eine Individuenkonstante sein kann.

Diese Regel kann, wie auch die Regel BY, ohne Einschréinkung verwendet werden.
Beispiel:

x ist griin

Jy (y ist griin)

Bevor wir die Beseitigungsregel fiir den Partikularisator formulieren, wollen wir ihren Sinn
erkldren. In (mathematischen) Beweisen wird hiufig auf folgende Art geschlossen. Es ist
bekannt, dafl es zumindest einen Gegenstand gibt, der die Bedingung H erfiillt. Obwohl wir
mitunter keinen Gegenstand angeben konnen, der die Bedingung H erfiillt, so kénnen wir doch
nach der obigen Behauptung erschlieflen, dafl ein Gegenstand a die Bedingung H erfiillt. Das
Zeichen a ist hier keine Variable (obwohl im gewissen Sinne eine Unbekannte), sondern ist
eine Konstante, ist eine Abkiirzung fiir den Namen eines konkreten Gegenstandes. Wir haben
die Individuenkonstanten a, b, ¢, ... vor allem eingefiihrt, um diese Art zu schliefen formal
darstellen zu kénnen. Die Konstanten a, b, ¢, ... kommen dabei nur in Zeilen des Beweises vor,
nicht jedoch in Theoremen der Quantorenlogik.

Die Beseitigungsregel des Partikularisators besagt, dafl man z. B. von 3z P(z) auf P(a) schlie-
Ben kann. Diese Regel gilt jedoch nur mit bestimmten Einschréinkungen, die wir im weiteren
erkldren mochten. Angenommen, wir hitten in einem Beweis die beiden Zeilen:

(1) JzP(x) und
(2) JzPs(x).

Wiirden wir die Beseitigungsregel des Partikularisators ohne Einschréinkungen verwenden, so
konnten wir aus (1) auf P;(a) und aus (2) auf Py(a) schliefen. In (1) und (2) wird jedoch nur
behauptet, dal es mindestens einen Gegenstand gibt, der die Bedingung P, erfiillt, und daf} es
mindestens einen Gegenstand gibt, der die Bedingung P, erfiillt. Es ist offensichtlich, dal diese
beiden Gegensténde verschieden sein koénnen, und es kann sogar vorkommen, dafl sich P, und
Py gegenseitig ausschlieBen. Wir vereinbaren deshalb, dafl wir in einem Beweis, in dem wir die
Beseitigungsregel des Partikularisators verwenden, jedesmal eine Individuenkonstante (a, b, c,
...) einsetzen, die im betreffenden Beweis vorher noch nicht vorkam.

Zum Versténdnis einer weiteren Einschrinkung betrachten wir das folgende Beispiel:

(3) JyR(y,x)

moge bedeuten ,Es gibt einen Tag y, der dem Tag z folgt“. Dieser Satz ist offenbar eine
giiltige Aussagefunktion, da jedem Tag ein weiterer folgt. Wiirde man jetzt von (3) auf R(a,x)
schlielen, so konnte man daraus wieder VzR(a,z) erhalten. Der letzte Ausdruck wiirde aber
bedeuten, daf} es einen bestimmten Tag a géibe, der allen anderen Tagen folgen wiirde. Das wére
dann der letzte aller Tage oder der ,/ Tag des Jiingsten Gerichts“. Wir sehen, dafl dieser Schluf}
nicht korrekt ist. Der Schluf} ist deshalb nicht korrekt, weil das ausgewihlte a offenbar vom Wert
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der Variablen x abhéngt. Um in derartigen Féllen die Beseitigungsregel des Partikularisators
trotzdem verwenden zu kénnen, kennzeichnen wir die gewéhlte Konstante a mit dem Index «
und erhalten den Ausdruck R(a,,z), der bedeuten soll, daf es zu jedem Tag z einen von z
abhéngigen bestimmten Tag a, derart gibt, daB a, auf x folgt.

Analog kénnen wir aus dem Ausdruck

(4) FQ(z,y,2),

der bedeutet, daf es fiir beliebige zwei verschiedene Punkte z und z einen Punkt y gibt, der
zwischen x und z liegt, den Ausdruck Q(z,a,,,z) ableiten, der bedeutet, da} zwischen zwei
beliebigen Punkten x und 2 ein gewisser bestimmter Punkt a,, liegt, der von den Punkten z
und z abhéngig ist.

Nach diesen Erlduterungen konnen wir jetzt die Beseitigungsregel fiir den Partikularisator
formulieren.

4. Beseitigungsregel fir den Partikularisator (B3):
FiA
A(i/kjgo,.cgn)

wobei j1, 72, ..., jn alle freien Individuenvariablen der Formel A sind, die von i verschieden
sind, und der Ausdruck A(i/kjijo,. ;n) die Formel darstellt, die aus A durch Einsetzung der
Konstanten k, gekennzeichnet mit den Indizes j1, j2, ..., jn, fiir die Individuenvariable 7
entsteht.

Wir unterstreichen, dafl die Variablen j1, 52, ..., jn, die in dem Ausdruck k;; j2__j, vorkommen,
als freie Variablen betrachtet werden. Deshalb kann kj; jo ., dann und nur dann fiir ¢ in A
eingesetzt werden, wenn sich ¢ nicht im Wirkungsbereich eines Quantors befindet, der die
Variablen j1, j2, ..., jn bindet. Die als Indizes auftretenden Variablen diirfen nicht durch
einen Allquantor gebunden werden.

10.3 Einige Theoreme und abgeleitete Regeln der Quantorenlogik

Da alle Regeln der Aussagenlogik in die Quantorenlogik iibernommen werden, sind alle Theo-
reme und Theoremschemata der Aussagenlogik Theoreme bzw. Theoremschemata der Quanto-
renlogik. Ebenso sind alle abgeleiteten Schlufiregeln der Aussagenlogik auch Schlufiregeln der
Quantorenlogik. Im weiteren beweisen wir einige spezielle Theoreme der Quantorenlogik.
Zunichst beweisen wir einige Theoreme, die Beziehungen zwischen dem Generalisator und
dem Partikularisator ausdriicken. Die Beweise werden ganz analog denen der Aussagenlogik
aufgebaut, nur daff wir in der Quantorenlogik vier Schlufiregeln mehr zur Verfiigung haben.
Wir iibertragen alle Abkiirzungen in der Schreibweise der Aussagenlogik in die Quantorenlogik
und vereinbaren weiter, in den folgenden Beweisen Theoreme der Aussagenlogik im System des

natiirlichen Schliefens mit TAn und Theoreme der Quantorenlogik mit 7 zu bezeichnen (z. B.
TA4, T1).

T1. VzP(z) D P(y)

1. VzP(x) A.d. B.

2. P(y) (Bv, 1.)
T2. P(y) D JxP(x)

1. P(y) A. d. B.

2. JaxP(x) (E3, 1.)
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T3. VzP(z) D 3zP(x)
Der Beweis ergibt sich aus 77, T2 und TAI.

Wie in der Aussagenlogik den Theoremen bestimmte Theoremschemata entsprechen, so ent-
sprechen auch in der Quantorenlogik den Theoremen bestimmte Theoremschemata, deren Be-
weis dem Beweis der Theoreme ganz analog ist. Den Theoremen T71-T8 entsprechen folgende
Theoremschemata:

TS1. ViAD A(i/j)

TS2. A(i/j) D FiA

TS3. ViA D FiA.

Aus den Theoremschemata erhélt man wieder abgeleitete Schlufiregeln. Wenn wir uns im
weiteren in einem Beweis auf ein Theorem der Quantorenlogik berufen, so meinen wir nicht nur

das Theorem in der urspriinglich bewiesenen Form, sondern auch alle Varianten des Theorems,
die sich aus dem entsprechenden Theoremschema ergeben.

T4. VaP(z) = ~Jz~P(x)

a) 1. VoP(x) A.d. B.
2. EIxrv(P)(:v) A.(d. i B).
3. ~P(a B3, 2.
4. P(a) (BV, 1.)
(Wdspr. 3., 4.)

b) 1. ~Jz~P(z) A.d B.
2. NP(:U() )D dz~P(z) ” TQ)
3. ~~P(z (TAS, 1., 2
4. P(z) (TA7 3)
5. VzP(x) (EV, 4.)

Dieses Theorem und die folgenden Theoreme driicken die Beziehungen zwischen dem Genera-
lisator, dem Partikularisator und der Negation aus.

T5. ~VaP(z)=Jz~P(x)
T6. ~JxP(z) =Vz~P(x)
T7. JzP(z) = ~Va~P(z)
T8. Va~P(z) D ~VzP(x)
T9. ~JzP(z) D Jz~P(z)

Die folgenden Theoreme werden Gesetze der Quantorenverteilung genannt, da sie es gestatten,
von Formeln, in denen sich ein Quantor auf zusammengesetzte Formeln bezieht, zu Formeln
iiberzugehen, in denen sich der Quantor nur auf Priadikatformeln bezieht.

T10. Vz(P(z) D Q(z)) D (VzP(x) D VzQ(z))
T11. Va(Px) 5 Q(x)) > (FeP(z) 5 FQ(x))
T12. Vz(P(z) AQ(z)) = (VzP(x) AVxQ(x))
T13. VzP(z) VVzQ(z) D Vz(P(z) V Q(z))
T14. Jz(P(z) AQ(z)) D JzP(x) A JzQ(x)
T15. Jz(P(z) V Q(z)) = JzP(z) V zQ(x)

Wir beweisen T16:
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T16. Vz(P(x) V Q(x)) D VaxP(z) V 3zQ(z)

Natiirliches Schliefsen

1. Vz(P(z) vV Q(z)) A.d. B.
2. ~(VzP(z)V IzQ(z)) A.d. i B.
3. ~VxP(z)A~FzQ(x) (TA23, 2.)
4 ~NeP(z) (BK, 3.)
5. ~JzQ(x) (BK, 3.)
6. Jz~P(x) (75, 4.)
7. Ve~Q(z) (76, 5.)
8. ~P(a) (B3, 6.)
9. P(a)VQ(a) (BY, 1.)
10. ~Q(a) (BY, 7.)
11. Q(a) (BA, 8., 9.)

(Wdspr. 10., 11.)

Bisher betrachteten wir Theoreme, die neben den logischen Operatoren nur Prédikatformeln
enthielten. Wir geben jetzt Theoreme an, die aulerdem auch Aussagenvariablen enthalten:

T17. Ve p=p

T18. dzp=p

T19. Va(p D P(x)) =p D VzP(x)
T20. Jz(p D P(x)) =p D JzP(x)
T21. Vz(P(z) D p) =3xP(x) Dp
T22. Jz(P(z) D p) =VaP(x) Dp
T23. Va(pV P(z)) =p V VaP(z)
T24. Jz(p A P(z)) =p A JzP(x)

Wir beweisen T25:

1. Vz(P(z) =p) A.

d. B.

2. Plx)=p (BY, 1.)
3. Plz)Dp (BB, 2.)
4. p> P(x) (BB, 2.)
1.1. VaP(x) z. A
1.2. P(z) (BY, 1.1.)
1.3. p (AR, 1.2., 3.)

5. VzP(z)Dp (1.1.01.3.)
2.1. p z. A.
2.2. P(z) (AR, 2.1., 4.)
2.3. VaP(z) (EY, 2.2.)

6. p D VaP(x) (2.1.02.3.)
7. VaP(z)=p (EB, 5., 6.)

Die folgenden Theoreme werden Gesetze der Quantorenvertauschung genannt:

T26. VaVyR(z,y) = VyVzR(x,y)
T27. Jz3yR(z,y) = JyTzR(x,y)
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T28. JzVyR(x,y) D Vy3zR(z,y)

1. JxVyR(z,y)
VyR(a,y)
R(a,y)
JzR(x,y)
Vy3zR(z,y)

o>
e
o)

< W << 0
I N

T Lo 10
R

Ubungen:

Was besagt das Theorem 73, wenn x als Werte Gotternamen annimmt und das Prédikat
P(...) als ,,... ist vollkommen“ gedeutet wird? Zeigen Sie, welche Bedeutung die Voraus-
setzung hat, dafl die Theoreme der Quantorenlogik nur fiir nichtleere Individuenbereiche
gelten! Betrachten Sie den Gottesbeweis des Anselm von Canterbury!

Welche Schlufiregeln erhalten wir aus TS1-TS37

Beweisen Sie die Theoreme T5-T9! Geben Sie die abgeleiteten Schlufiregeln an, die sich aus
diesen Theoremen ergeben, und geben Sie zu jeder dieser Regeln ein umgangssprachliches
Beispiel an! Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, daf$ die Umkehrungen der Theoreme
T8 bis T9 nicht gelten!

Beweisen Sie die Theoreme 710-T15, und zeigen Sie anhand von Gegenbeispielen, dafl
die Umkehrungen der Theoreme, die als Hauptoperator eine Subjunktion enthalten, nicht
gelten!

Beweisen Sie die Theoreme T17-T24!

Beweisen Sie die Theoreme 726 und 727, und zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, dafl die
Umkehrung von 728 nicht gilt! Woran scheitert der formale Beweis dieser Umkehrung?

10.4 Anwendung des quantorenlogischen Schlief3ens

Wie die Regeln der Aussagenlogik, so konnen auch alle Regeln der Quantorenlogik in beliebigen
Wissensbereichen zum logischen Schlieen aus gegebenen Voraussetzungen verwendet werden.
Wir betrachten im folgenden ein einfaches Beispiel. Wir zeigen, dafl aus den folgenden zehn
Sétzen der Satz ,Ich gehe Kédnguruhs aus dem Wege* logisch folgt:

—

© XN e N

Die einzigen Tiere in diesem Hause sind Katzen.

Jedes Tier, das gern in den Mond guckt, ist als Schofitier geeignet.
Wenn ich ein Tier verabscheue, so gehe ich ihm aus dem Wege.
Nur solche Tiere sind Fleischfresser, die nachts umherschweifen.
Jede Katze totet Méuse.

Nur die Tiere in diesem Hause m&gen mich leiden.

Kénguruhs sind nicht als Schofitiere geeignet.

Nur Fleischfresser toten Méuse.

Ich verabscheue Tiere, die mich nicht leiden mogen.

10. Tiere, die nachts umherschweifen, gucken gerne in den Mond.

Losung:
Wir wihlen folgende Symbolik: z ist eine Individuenvariable, die als Werte Tiernamen annimmt:
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Pradikate:

Wir haben in symbolischer Form folgende zehn Voraussetzungen:

Vx(H(:v) D K(x))

© 0N S U EWND

Natiirliches Schliefsen

H(x) - x lebt in diesem Hause
K(z) - xist eine Katze
M(z) - x guckt gern in den Mond
S(x) - x ist als SchoBtier geeignet
V(x) - xist so, daB ich es verabscheue
W(z) - xist so, daBl ich ihm aus dem Wege gehe
N(z) - x schweift nachts umher
F(z) - x ist Fleischfresser
T(x) - x totet Méuse
L(z) - x mag mich leiden
A(z) - z ist ein Kénguruh.

—
)
<C

A

=

¥
U

=
8

Zu beweisen ist: Va(A(z) D W(x)). Zunéchst beseitigen wir in 1-10 den Generalisator:
11. H(z) D K(x)

12 M(z)
13. V(x

14. F(z) D
15. K(x) D
16. L(z)
17. A(z)
18. T(z)
19. ~L(z
20. N(z) >

S(z)
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21. A(z) D W(z) (1.1.01.11.)
22. Va(A(z) D W(z)) (EV, 21.)
Ubungen:

1. Zeigen Sie, dafl aus den beiden Voraussetzungen:

1. Alle Zahlen, die auf 0 oder 5 enden und deren Quersumme durch 3 teilbar ist, sind durch
5 und durch 3 teilbar;

2. Einige Zahlen enden auf 0 und sind nicht durch 3 teilbar;

folgt: Es gibt Zahlen, die auf 0 enden und deren Quersumme nicht durch 3 teilbar ist!

2. In Gottingen kursierte 1902 folgende Anekdote: ,In Gottingen gibt es nur zwei Sorten von
Mathematikern. Die einen machen das, was ihnen geféllt, und nicht das, was Felix Klein
gefillt, die anderen machen das, was F. Klein méchte, aber nicht das, was sie selber méchten.
Klein gehort weder zu den einen noch zu den anderen. Also ist Klein kein Mathematiker. ¢
Priifen Sie, ob sich die Folgerung logisch aus den formulierten Voraussetzungen ergibt! Was
ergibt sich, wenn Sie zu den gegebenen Voraussetzungen den empirisch gesicherten Satz ,F.
Klein war ein Mathematiker in Gottingen“ hinzunehmen?

3. Zeigen Sie, daBl der SchluB von der Pridmisse ,Alle Menschen sind sterblich“ auf die
Konklusio ,Einige Menschen sind sterblich® quantorenlogisch nicht giiltig ist! Welche
zuséitzliche Préamisse mufl man hinzunehmen, damit wir einen quantorenlogisch giiltigen
Schlufl bekommen?

4. Russell und Whitehead fiihren in ihrer ,,Principia Mathematica“ den Begriff der ,formalen
Implikation“ ein. Die formale Implikation ,P(z) D, Q(z)“ wird gelesen als ,fiir alle x,
wenn P(z), so Q(z)“ und ,P(x,y) Day Qz,y)“ als fiir alle z und fiir alle y, wenn
P(z,y), so Q(x,y)“. Diese formalen Ausdriicke werden auch bindre Quantoren genannt. Die
durch die folgenden Definitionen eingefiihrten bindiren Quantoren erméglichen eine starke
Vereinfachung der iiblichen Formelsprache.

D1. (A Diginis...in B) =Def Vi1VigVis . . Vln(A D) B), n=1273...

D2. (A=, 4, B) =pef Vi1VisVis.. Vi, (A=B),n=1,2,3...

Formulieren Sie als zusétzliche Schlufiregeln zum System des natiirlichen Schlieflens der
klassischen Quantorenlogik die Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln fiir die ,formale
Implikation (...D;...) und die ,formale Aquivalenz* (...=;...)!

5. Beweisen Sie in dem um die Regeln aus Aufgabe 4 erweiterten System der klassischen

Quantorenlogik die folgenden Theoreme!
- Pz) v ~VyP(y)
- YyP(z,y) D VyP(z,x)
- (P(z) D, Q(z)) D Va~P(z) V IzQ(x)
- (P(2) =, Q(a)) > (32P(z) = TQ(x))
- Plz) 5, (Ply) 2y (Qx) 5 Q) V V2P(2)
- Javy(P(z) 5 Q(z) O (Q(x) O R(z) > (P(y) O R(y))))-
6. Ubersetzen Sie in die Sprache der Quantorenlogik! Benutzen Sie folgende Symbolik:

1. M(z): x ist ein Mann
2. F(x): x ist eine Frau
3. J(z,y): = ist jiinger als y
4. K(z,y): z ist Kind von y
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3.
6.

V(x,y): x ist verheiratet mit y
B(z): « wohnt in Berlin

7. R(z): x wohnt in Rostock!

Jeder Mensch hat Mutter und Vater.

Jeder, der einen Vater hat, hat auch eine Mutter.

Jeder Mensch ist jiinger als die Eltern seiner Eltern.

x ist verheiratet.

Es gibt einen Mann, dessen Sohn eine Frau hat, die ilter ist als er selbst.

x und y sind Briider.

Wenn es in Berlin eine Frau gibt, die einen Bruder in Rostock hat, so gibt es in Rostock
einen Mann, der eine Schwester in Berlin hat.

Nicht jeder verheiratete Mann wohnt in Berlin.

Nicht jede Frau in Berlin hat keinen Sohn in Rostock.

Alle Kinder von z sind verheiratet.

Es gibt einen Menschen, dessen Kinder alle verheiratet sind.

Jedes Kind von z ist verheiratet mit einem Kind von y.

y hat ein Kind, das nicht mit einem Kind von z verheiratet ist.

Es gibt zwei solche Menschen, dafl jedes Kind des einen mit einem Kind des anderen
verheiratet ist.

Es gibt zwei solche Menschen, dafl kein Kind des einen mit einem Kind des anderen
verheiratet ist.

Wenn y Kind von z ist, so ist jedes Kind von y Enkel von z.

Uberpriifen Sie, welche der folgenden Aussagereihen korrekte quantorenlogische Schliisse
darstellen! Wihlen Sie hierzu eine entsprechende Formalisierung, und geben Sie die Beweise
an!

Keine Primzahl, die gréfler als 3 ist, ist gerade.
Einige natiirliche Zahlen sind Primzahlen.

Einige natiirliche Zahlen sind nicht gerade.

Alle Fische sind S#ugetiere.
Alle Wale sind Fische.

Alle Wale sind Sdugetiere.

Einige Seefahrer haben Amerika entdeckt.
Einige Australier sind Seefahrer.

Einige Australier haben Amerika entdeckt.

Alle Ménner sind Viter.
Alle Menschen sind M&nner.

Alle Menschen sind Viter.

Einige Tierarten sind vom Aussterben bedroht.
Einige Vogelarten sind Tierarten.

Einige Vogelarten sind vom Aussterben bedroht.

Wer achtzig Jahre alt wird, lebt gesund.

Wer gesund lebt, wird achtzig Jahre alt.
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10.

Abschnitt 10.4  Anwendung

Jeder, der in Deutschland lebt, lebt in Dresden.

Jeder lebt in Deutschland, der in Dresden lebt.

Beweisen Sie im System des natiirlichen Schliefens, daBl die folgenden syllogistischen
Schliisse auch giiltige Schliisse der klassischen Quantorenlogik sind!

Kein Mensch ist das, was zu sein er vorgibt.
Alle diinkelhaften Personen sind Menschen.

Keine diinkelhafte Person ist das, was sie zu sein vorgibt.

Es gibt Menschen, die keine Kriminalromane lesen.
Alle Menschen sind an Neuigkeiten interessiert.

Manche an Neuigkeiten interessierte Menschen lesen keine Kriminalromane.

Alle, die an die Zukunft iibertriebene Hoffnungen kniipfen, sind oft spéter enttéuscht.
Manche abwartende Leute kniipfen an die Zukunft iibertriebene Hoffnungen.

Einige abwartende Leute sind oft spéter enttduscht.

Keine Liige ist wahr.
Manche Hoflichkeit ist eine Liige.

Es gibt Hoflichkeiten, die nicht wahr sind.

Kein Mensch ist allwissend.
Alle Gotter sind allwissend.

Kein Gott ist ein Mensch.

Die folgenden Schliisse der traditionellen Logik sind in der klassischen Quantorenlogik nicht
beweisbar. Zeigen Sie dies mit Hilfe der Venndiagramme! Ergéinzen Sie die angegebenen
Prémissen so, dafl korrekte quantorenlogische Schliisse entstehen!

Alle Menschen sind sterblich.

Einige Menschen sind sterblich.

Keine ungerade Zahl ist durch zwei teilbar.

Einige ungerade Zahlen sind nicht durch zwei 